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Κεφάλαιο 1ο: Καµπυλόγραµµες κινήσεις

1.1 Οριζόντια Βολή

ΘΕΜΑΤΑ A

Θέματα πολλαπλής επιλογής

6. δ 7. β 8. α 9. β 10. γ 11. δ

12. β 13. γ 14. β 15. γ 16. γ 17. β

18. β 19. δ 20. β 21. γ 22. β 23. γ

Θέματα του τύπου «Σωστό ή Λάθος»

24. α. Σ β. Σ γ. Σ δ. Λ ε. Σ

25. α. Σ β. Λ γ. Σ δ. Σ ε. Λ

26. α. Σ β. Λ γ. Λ δ. Λ ε. Σ

27. α. Λ β. Σ γ. Σ δ. Λ ε. Λ



ΘΕΜΑΤΑ Β

3

28. Σωστή επιλογή είναι η α.

Η χρονική στιγμή t1  στην οποία φτάνει το σώμα Σ1 στο έδαφος δίνεται από τη σχέση:

t
h

g
1

2
=  (1), όπου g το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

Η χρονική στιγμή στην οποία φτάνει το σώμα Σ2 στο έδαφος δίνεται από τη σχέση:

t
h

g
2

2
=  (2). Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι: t1 = t2

29. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Η χρονική στιγμή t1 στην οποία το σώμα Σ1 φτάνει στο έδαφος δίνεται από τη σχέση:

t
h

g
1

12
=  (1), όπου g το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

Η χρονική στιγμή t2 στην οποία το σώμα Σ2 φτάνει στο έδαφος δίνεται από τη σχέση:

t
h

g
2

22
=  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:

t

t

h

h

1

2

1

2

=   ή  
t

t

1

2

2=   ή  t
t

2
1

2
= .

30. Σωστή επιλογή είναι η β.

Το χρονικό διάστημα Δt πτώσης της βόμβας, όταν το αεροπλάνο κινείται με οριζόντια ταχύτητα 



υ0  δίνεται από τη σχέση: ∆t
h

g
=

2  (1), όπου g το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

Το χρονικό διάστημα ∆ ′t  πτώσης της βόμβας, όταν το αεροπλάνο κινείται με οριζόντια ταχύ-

τητα 2 0



υ  δίνεται από τη σχέση: ∆ ′ =t
h

g

2  (2).

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: ∆ ∆′ =t t   ή   � �t s4  

31. Σωστή επιλογή είναι η α.
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Για τη χρονική στιγμή t1 ισχύει:  t
g

1

12
=

Η
 (1), όπου g το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύ-

τητας. 

Για τη χρονική στιγμή t2 ισχύει:  t
g

2

22
=

Η
 (2). Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και 

(2) έχουμε: 
t

t

1

2

1

2

=
Η
Η

  ή  
t
t
1

2

2
5

= .

32. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω Δt1 το χρονικό διάστημα της κίνησης της σφαίρας που εκτελεί ελεύθερη πτώση. Είναι:

∆t
h

g
1

2
=  (1), όπου g το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

Έστω Δt2 το χρονικό διάστημα της κίνησης της σφαίρας που εκτελεί οριζόντια βολή. Είναι:

∆t
h

g
2

2
=  (2). Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: Δt1 = Δt2.

33. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Το χρονικό διάστημα ΔtA της κίνησης της σφαίρας που ακολουθεί την τροχιά Α είναι:

∆ Αt
h

g
=

2  (1), όπου g το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

Το χρονικό διάστημα ΔtΒ της κίνησης της σφαίρας που ακολουθεί την τροχιά Β είναι:

∆ Βt
h

g
=

2  (2). Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: ΔtA = ΔtB.

34. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία φτάνει το σώμα Σ1 στο έδαφος. Είναι:

t
h

g
1

2
=  (1), όπου g το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία φτάνει το σώμα Σ2 στο έδαφος. Είναι:

t
h

g
2

2
=  (2). Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει:  t1 = t2.

Το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα Σ1 δίνεται από τη σχέση:

s1 = υ0t1 (3).
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Το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα Σ2 δίνεται από τη σχέση:

s2 = 3υ0t2 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (4) και (3) έχουμε: 
s

s

2

1

3=   ή  s2 = 3s1.

35. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία φτάνει η σφαίρα Σ1 στο έδαφος. Είναι:

t
h

g
1

12
=  (1), όπου g το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία φτάνει η σφαίρα Σ2 στο έδαφος. Είναι:

t
h

g
2

22
=  (2). Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:

t

t

h

h

1

2

1

2

=   ή  
t

t

1

2

3=   ή  t1 = 3t2.

Το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί η σφαίρα Σ1 δίνεται από τη σχέση: s1 = υ0t1 (3).

Το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί η σφαίρα Σ2 δίνεται από τη σχέση: s2 = υ0t2 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (4) έχουμε: 
s

s

t

t

1

2

1

2

=   ή  
s

s

1

2

3=   ή  s
s

2
1

3
= .

36. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία φτάνει η σφαίρα Σ1 στο έδαφος και s1 το βεληνεκές τής 
οριζόντιας βολής που εκτελεί. Είναι: s1 = υ01t1 (1).

Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία φτάνει η σφαίρα Σ2 στο έδαφος και s2 το βεληνεκές τής 
οριζόντιας βολής που εκτελεί. Είναι: s2 = υ02t2 (2).

Από το σχήμα προκύπτει: s1 = s2, ή λόγω των σχέσεων (1) και (2): υ01t1 = υ02t2  ή  t1 = 2t2.

Το αρχικό ύψος h1 της σφαίρας Σ1 πάνω από το έδαφος δίνεται από τη σχέση: h gt1 1

21

2
=  (3).

Το αρχικό ύψος h2 της σφαίρας Σ2 πάνω από το έδαφος δίνεται από τη σχέση: h gt2 2

21

2
=  (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (4) έχουμε: 
h

h

t

t

1

2

1

2

2

2
=   ή  

h

h

1

2

4=   ή  h1 = 4h2.

37. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία φτάνει η σφαίρα Σ1 στο έδαφος. Είναι: t
h

g
1

2
=  (1).
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Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία φτάνει η 
σφαίρα Σ2 στο έδαφος στο έδαφος. Είναι:

t
h

g
2

2
=  (2).

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: t1 = t2.

Έστω s2 το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που 
εκτελεί η σφαίρα Σ2. Από το σχήμα προκύπτει: 
d = s1 + s2  ή  s2 = 3s1  ή  υ02t2 = 3υ01t1  

ή  υ02 = 3υ01.

38. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω Δt1 το χρονικό διάστημα κίνησης της σφαίρας που εκτοξεύεται από το σημείο Α. 

Είναι: ∆t
h

g
1

12
=  (1), όπου g το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

Έστω Δt2 το χρονικό διάστημα κίνησης της σφαίρας που εκτοξεύεται από το σημείο Β. 

Είναι: ∆t
h

g
2

22
=  (2). Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:

∆
∆

t

t

h

h

1

2

1

2

=   ή  
∆
∆

t

t

1

2

1

2
=   ή  Δt2 = 2Δt1.

Έστω s1 και s2 τα βεληνεκή των οριζόντιων βολών που εκτελούν οι σφαίρες Σ1 και Σ2 αντίστοιχα.

Από το δοθέν σχήμα προκύπτει: s1 = s2  ή  υ01Δt1 = υ02Δt2  ή  υ01 = 2υ02.

39. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω Δt1 το χρονικό διάστημα της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα, όταν εκτοξεύεται 
από ύψος Η πάνω από το έδαφος. Είναι:

� �� � �1

2
1

2
g t   ή  ∆ Η

t
g

1

2
=  (1), όπου g το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

Έστω Δt2 το χρονικό διάστημα της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα, όταν εκτοξεύεται 
από ύψος 4Η πάνω από το έδαφος. Είναι:

4
1

2
2

2� �� � �g t     ∆ Η
t

g
2

8
=  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
∆
∆

t

t

1

2

1

2
=   ή  Δt2 = 2Δt1.

Σ
2

Σ
1

Γ Δ

h

d

s
1

s
2

υ
02

υ
01
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Έστω s1 το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα, όταν εκτοξεύεται από ύψος Η 
πάνω από το έδαφος. Είναι: s1 = υ0Δt1 (3).

Έστω s2 το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα Σ2, όταν εκτοξεύεται από ύψος 
4Η πάνω από το έδαφος. Είναι: s2 = υ0Δt2 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (4) έχουμε:
s

s

t

t

1

2

1

2

=
∆
∆

  ή  
s

s

1

2

1

2
=   ή  s2 = 2s1.

40. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω Δt1 το χρονικό διάστημα κίνησης του σώματος Σ1, όταν εκτοξεύεται με αρχική ταχύτητα 



υ0  από ύψος Η πάνω από το έδαφος. Είναι: ∆ Η
t

g
1

2
= .

Το βεληνεκές s της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα σε αυτήν την περίπτωση είναι:

s = υ0Δt1  ή  s
g

= υ0

2Η  (1).

Έστω Δt2 το χρονικό διάστημα κίνησης του σώματος Σ2, όταν εκτοξεύεται με αρχική ταχύτητα 

2 0



υ  από ύψος Η πάνω από το έδαφος. Είναι: ∆ Η
t

g
2

2
= .

Το βεληνεκές ′s  της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα σε αυτήν την περίπτωση είναι:

′ =s t2 0 2υ ∆   ή  ′ =s
g

2
2

0υ
Η  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) έχουμε: ′ =
s

s
2   ή  � �s s2 .

41. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία η σφαίρα 

φτάνει στο έδαφος. Είναι: t
g

2

2
=

Η  (1).

όπου g το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

Η κατακόρυφη μετατόπιση y της σφαίρας από τη 
χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 

είναι: y H h= −   ή  y
H

=
16

.

Είναι: y gt=
1

2
1

2   ή  t
y

g
1

2
=   ή  t

H

g
1

8
=  (2).

x

y ́

x ́

O

y

t1

t2

s
s1

H

h

y

υ0



Απαντήσεις – Λύσεις θεµάτων

8

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) έχουμε: 
t

t

1

2

1

4
=   ή  t2 = 4t1.

Η οριζόντια απόσταση s1 που διανύει η σφαίρα από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t1 δίνεται από τη σχέση: s1 = υ0t1 (3).

Η οριζόντια απόσταση s που διανύει η σφαίρα από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t2 δίνεται από τη σχέση: s = υ0t2 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (4) έχουμε: 
s

s

t

t

1 1

2

=   ή  
s

s

1 1

4
=   ή  s s1

1
4

= .

42. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω υ0  η ταχύτητα εκτόξευσης  των δύο σφαιρών. Έστω Δt1 ο χρόνος κίνησης της σφαίρας 

Σ1. Είναι: ∆t
h

g
1

12
= .

Ισχύει: x1 = υ0Δt1  ή  x
h

g
1 0

12
= υ  (1).

Έστω Δt2 ο χρόνος κίνησης της σφαίρας Σ2. Είναι:  ∆t
h

g
2

22
= . 

Ισχύει: x2 = υ0Δt2  ή  x
h

g
2 0

22
= υ  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
x

x

h

h

1

2

1

2

=   ή  
x

x

1

2

1

2
=   ή  x2 = 2x1.

43. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω υx το μέτρο της οριζόντιας συνιστώσας και υy το μέτρο της κατακόρυφης συνιστώσας τής 
ταχύτητας υ  του σώματος Σ τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

υx = υy  ή  υ0 = gt1  ή  t
g

1

0=
υ

 (1), όπου g το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

Η οριζόντια μετατόπιση του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως χρονική στιγμή t1 δίνεται 
από τη σχέση: x = υ0t1 (2).

Η κατακόρυφη μετατόπιση του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 

δίνεται από τη σχέση: y gt=
1

2
1

2  (3).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (3) έχουμε: x

y gt
=

2 0

1

υ
 ή λόγω της σχέσης (1):

x

y
= 2   ή  x = 2y.
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44. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω x το μέτρο της οριζόντιας και y το μέτρο 
της κατακόρυφης μετατόπισης του σώματος Σ 
από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγ-
μή t1. Είναι:

x = υ0t1 (1) και y gt=
1

2
1

2  (2).

Τη χρονική στιγμή t1 ισχύει: x = y

ή λόγω των σχέσεων (1) και (2):

υ0 1 1

21

2
t gt=   ή  υ0 1 1

21

2
0t gt− =   ή  t gt1 0 1

1

2
0υ −




=  (3).

Επειδή είναι t1 0≠ ,  από τη σχέση (3) προκύπτει: υ0 1

1

2
0− =gt   ή  t

g
1

02
=

υ
.

Από τη σχέση (2) για t
g

1

02
=

υ
,  προκύπτει:  y

g
=

2 0

2υ
.

Από το σχήμα προκύπτει ότι το ύψος h1 στο οποίο βρίσκεται το σώμα Σ πάνω από το έδαφος τη 

χρονική στιγμή t1 είναι: h h y1 = −   ή  h
g1
0
2

=


.

45. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω yM η κατακόρυφη μετατόπιση της πέτρας που εκτοξεύει η Μαρία από τη χρονική στιγμή 

t = 0 έως τη χρονική στιγμή t. Είναι: y gtΜ =
1

2

2 .

Ισχύει: h yΜ ΜΗ= −   ή  h gtΜ Η= −
1

2

2  (1).

Έστω yΓ η κατακόρυφη μετατόπιση της πέτρας που εκτοξεύει η Γεωργία από τη χρονική στιγμή 

t = 0 έως τη χρονική στιγμή t. Είναι: y gtΓ =
1

2

2.

Είναι: h yΓ ΓΗ= −   ή  h gtΓ Η= −
1

2

2  (2).

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: hM = hΓ.

46. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω υy  η κατακόρυφη συνιστώσα και υx  η οριζόντια συνιστώσα της ταχύτητας υ  του σώ-

ματος τη χρονική στιγμή t1. Είναι: υy = 2υx  ή  gt1 = 2υ0  ή  t
g1
02=


.

x

y ́

x ́

O

Σ

Σ

y

y

t1

x

h

h1

υ0
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47. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία το μέτρο x της οριζόντιας μετατόπισης του σώματος γί-
νεται ίσο με το μέτρο y της κατακόρυφης μετατόπισής του. Είναι:

x = y  ή  υ0 1 1

21

2
t gt=   ή  t gt1 0 1

1

2
0υ −




=  (1).

Επειδή είναι t1 0≠ ,  από τη σχέση (1) προκύπτει: υ0 1

1

2
0− =gt   ή  t

g
1

02
=

υ
, όπου g το μέτρο 

της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας του σώματος τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ= + ( )0

2

1

2
gt   ή  υ υ υ= + ( )0

2

0

2
2   ή   = 5 0. 

48. Σωστή επιλογή είναι η β.

Αναλύουμε την ταχύτητα υ  με την οποία φτά-
νει το σώμα Σ στο έδαφος στις συνιστώσες υx  
και υy  που φαίνεται στο διπλανό σχήμα.

Είναι: υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ= + ( )0

2

1

2
gt  

ή  υ υ2

0

2 2

1

2= + g t   ή  g t2

1

2

0

2= υ   ή  t
g

1

0=
υ

 (1).

Το αρχικό ύψος h του σώματος Σ πάνω από το 

έδαφος δίνεται από τη σχέση: h gt=
1

2
1

2  ή λόγω της σχέσης (1): h
g

=
υ0

2

2
 (2).

Το βεληνεκές s της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα Σ δίνεται από τη σχέση:

s = υ0t1 ή λόγω της σχέσης (1): s
g

=
υ0

2

 (3).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (2) έχουμε: s

h
= 2   ή  s = 2h.

49. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Αναλύουμε την ταχύτητα υ  με την οποία η 
σφαίρα φτάνει στο έδαφος σε δύο συνιστώσες 


υx  και υy ,  όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα.

Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία η σφαίρα 
φτάνει στο έδαφος. Είναι:

υ υ υ= +x y

2 2   ή  2 0 0

2 2υ υ υ= + y  

t = 0 x

y ́

x ́

O

φ

y

t1

s

h

υx

υ0

υy υ

t = 0 x

y 

x ́

O

φ
yʹ

t1

s

h

υx

υ0

υy υ



1.1 Οριζόντια βολή

11

ή  4 0

2

0

2 2υ υ υ= + y   ή  gt1 03= υ   ή  t
g

1

03
=

υ
 (1).

Το αρχικό ύψος h της σφαίρας πάνω από το έδαφος δίνεται από τη σχέση:

h gt=
1

2
1

2   ή  λόγω της σχέσης (1):  h
g

=
3
2
0 . 

50. Σωστή επιλογή είναι η β.

Είναι: υ υ υ= +x y

2 2   ή  3 0 0

2 2υ υ υ= + y   ή  9 0

2

0

2 2υ υ υ= + y   ή  υ υy = 2 2 0   ή  gt = 2 2 0υ  

ή  t
g

=
2 2 0 . 

51. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω υ  η ταχύτητα με την οποία η σφαίρα φτά-
νει στο έδαφος. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  σε 
δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και 


υy ,  όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα.

Είναι: εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εϕϕ
υ

υ
= y

0

 (1).

Από τη σχέση (1), προκύπτει ότι η γωνία φ που 
σχηματίζει η ταχύτητα υ  της σφαίρας με την 
οριζόντια διεύθυνση τη χρονική στιγμή t1 στην οποία φτάνει στο έδαφος εξαρτάται από το 
μέτρο της αρχικής της ταχύτητας 0. 

52. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω Δt το χρονικό διάστημα κίνησης του αντικειμένου μέχρι να φτάσει στο έδαφος. Είναι:

s = υ0Δt  ή  ∆t
s

=
υ0

 (1).

Το ύψος Η πάνω από το έδαφος από το οποίο εκτοξεύεται το σώμα δίνεται από τη σχέση:

Η ∆= ( )1

2

2
g t  ή λόγω της σχέσης (1): Η =







1

2 0

2

g
s

υ
  ή  H gs

=
2

0
22

.

53. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Αναλύουμε την ταχύτητα υ  με την οποία η σφαίρα φτάνει στο έδαφος σε δύο κάθετες μεταξύ 
τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως φαίνεται στο επόμενο σχήμα.

t = 0 x

y

x ́

O

φ
yʹ

t1

s

h

υx

υ0

υy υ
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Είναι: Κ = 4Κ0  ή  1

2
4

1

2

2

0

2m mυ υ=  

ή  υ = 2υ0  ή  υ υ υx y

2 2

02+ =  

ή  υ υ υ0

2 2

0

24+ =y   ή  υ υy = 3 0 . 

Είναι: εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εϕϕ = 3   

ή   � �60 . 

54. Σωστή επιλογή είναι η α.

Αναλύουμε την ταχύτητα υ  με την οποία το 
σώμα Σ φτάνει στο έδαφος σε δύο κάθετες με-
ταξύ τους συνιστώσες υx  και υy , που φαίνο-
νται στο διπλανό σχήμα.

Είναι:

εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  3

3 0

=
υ

υ
y   ή  υ υy =

3

3
0  

ή  gt1 0

3

3
= υ   ή  t

g
1

03

3
=

υ
 (1),

όπου g το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας.

Το ύψος h πάνω από το έδαφος από το οποίο εκτοξεύεται το σώμα τη χρονική στιγμή t = 0 

δίνεται από τη σχέση: h tg=
1

2
1

2  ή λόγω της σχέσης (1):

h g
g

=






1

2

3

3

0

2

υ
  ή  h

g
=
0
2

6
.

55. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας του σώματος τη χρονική στιγμή στην οποία η κινητική του 
ενέργεια Κ είναι διπλάσια της αρχικής του κινητικής ενέργειας Κ0. Είναι:

Κ = 2Κ0  ή  1

2
2

1

2

2

0

2m mυ υ=   ή  υ υ= 2 0   ή  υ υ υx y

2 2

02+ =   ή  υ υ υ0

2 2

0

22+ =y   ή  υy = υ0. 

Επομένως, είναι: 


x

y

= 1.

t = 0 x

y 

x ́

O

φ
yʹ

t1

s

h

υx

υ0

υy υ

t = 0 x

y 

x ́

OΣ

Σ

φ
yʹ

t1

s

h

υx

υ0

υy υ
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56. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω ότι η σφαίρα προσκρούει στο έδαφος και ότι το χρονικό διάστημα της κίνησής της είναι 
ίσο με Δt. Είναι:

h tg=
1

2

2∆   ή  ∆t
h

g
=

2   ή  Δt = 3 s.

Το βεληνεκές s της οριζόντιας βολής που εκτελεί η σφαίρα είναι:

s = υ0Δt  ή  s = 30 m.

Επειδή είναι s > D, η σφαίρα δεν πέφτει στο έδαφος, αλλά στο δεύτερο κτήριο. Η οριζόντια 
απόσταση που διανύει η σφαίρα στο χρονικό διάστημα ∆ ′t  από τη χρονική στιγμή που εκτο-
ξεύτηκε μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία προσκρούει στο δεύτερο κτήριο είναι ίση με D. 
Επομένως, είναι: D t� ��0�   ή   � �t s2 .
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57. α. Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία  
το σώμα Σ φτάνει στο έδαφος.

Είναι: h tg=
1

2
1

2  ή  t
h

g
1

2
=  ή  t1 = 2 s.

β. Έστω s η ζητούμενη οριζόντια απόσταση. Εί-
ναι: s = υ0t1  ή  s = 40 m.

γ. Έστω υ  η ταχύτητα με την οποία φτάνει το 
σώμα Σ στο έδαφος τη χρονική στιγμή t1.

Αναλύουμε την ταχύτητα υ  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως φαίνεται 

στο παραπάνω σχήμα. Είναι: υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ= + ( )0

2

1

2
gt   ή   = 20 2 m s/ .

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα υ   με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εφφ = 1  ή   � �45 . 

58. α. Είναι: h tg=
1

2
1

2   ή  h = 80 m.

β. Έστω υ  η ταχύτητα με την οποία η σφαίρα 
φτάνει στο έδαφος τη χρονική στιγμή t1.

Αναλύουμε την ταχύτητα υ  σε δύο κάθετες με-
ταξύ τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως φαίνεται 
στο διπλανό σχήμα. Είναι:

υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ= + ( )0

2

1

2
gt   ή  υ = 50 m/s.

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα υ   με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εϕϕ =
4
3

.

γ. Έστω s η μέγιστη οριζόντια απόσταση που διανύει η σφαίρα. Είναι:

s = υ0t1  ή  s = 120 m.

t = 0 x

y 

x ́

OΣ

Σ

φ
yʹ

t1

s

h

υx

υ0

υy υ

t = 0 x

y 

x ́

O

φ
yʹ

t1

s

h

υx

υ0

υy υ



1.1 Οριζόντια βολή

15

59. α. Είναι: h tg=
1

2
1

2   ή  t
h

g
1

2
=   ή  t1 = 4 s.

β. Είναι: s = υ0t1  ή  υ0 = 40 m/s.

γ. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  με την οποία 
φτάνει το σώμα Σ στο έδαφος στις κάθετες με-
ταξύ τους συνιστώσες υx  και υy  που φαίνο-
νται στο διπλανό σχήμα.

Είναι:

εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εϕϕ
υ

=
gt1

0

  ή  εφφ = 1  ή   � �45 .

δ. Η εξίσωση κίνησης του σώματος Σ στον ορι-
ζόντιο άξονα ′x Ox  δίνεται από τη σχέση:

x = υ0t  ή  t
x

=
0

 (1).

Η εξίσωση κίνησης του σώματος Σ στον κατακόρυφο άξονα ′y Oy  δίνεται από τη σχέση:

y tg=
1

2

2  ή λόγω της σχέσης (1): y g
x

=
1

2

2

0

2υ
  ή  y

x
=

2

320
 (S.I.), με 0 160≤ ≤x m  (2).

Η εξίσωση (2) αποτελεί την εξίσωση της τροχιάς του σώματος.

60. α.  Είναι: h tg=
1

2
2

2   ή  t
h

g
2

2
=   ή  t2 = 3 s.

Έστω s το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που 
εκτελεί το σώμα Σ. Είναι: s = υ0t2  ή  s = 30 m.

β. Έστω x η οριζόντια μετατόπιση του σώματος 
από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγ-
μή t1. Είναι: x = υ0t1  ή  x m= 10 3 .

Έστω y η κατακόρυφη μετατόπιση του σώματος 

από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι: y gt=
1

2
1

2   ή  y = 15 m.

γ. Έστω υ  η ταχύτητα του σώματος τη χρονική στιγμή t1. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  στις 
συνιστώσες υx  και υy  που φαίνονται στο παραπάνω σχήμα. Είναι:

t = 0

x

y 

x ́ O

Σ

φ
yʹ

s

h

Σ

υ0

υx

υy υ

t = 0 xx ́

OΣ

Σ

Σ

φ

t2

t1

s

h

h1

y

x

υx

υ0

υy υ

y 

yʹ
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υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ= + ( )0

2

1

2
gt   ή  υ = 20 m/s.

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα υ  του σώματος με την οριζόντια διεύθυνση 

τη χρονική στιγμή t1. Είναι: εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εϕϕ
υ

=
gt1

0

  ή  εϕϕ = 3   ή   � �60 . 

δ. Από το προηγούμενο σχήμα προκύπτει: h yh1 = −   ή  h1 = 30 m.

61. α. Η χρονική στιγμή t1 στην οποία η σφαίρα φτάνει στο έδαφος υπολογίζεται από τη σχέση:

h gt=
1

2
1

2   ή  t
h

g
1

2
=   ή  t1 = 5 s.

Έστω s το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί η σφαίρα. Είναι:

s = υ0t1  ή  s = 100 m.

β. Έστω υ  το μέτρο της ταχύτητας με την οποία 
η σφαίρα φτάνει στο έδαφος. Αναλύουμε την τα-
χύτητα υ  στις κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες 


υx  και υy  που φαίνονται στο διπλανό σχήμα.

Είναι: υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ= + ( )0

2

1

2
gt  

ή   = 10 29 m s/ . 

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτη-
τα υ  με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εϕϕ
υ

=
gt1

0

  ή  εφφ = 2,5.

γ. Η εξίσωση κίνησης της σφαίρας στον άξονα ′x Ox  δίνεται από τη σχέση: x = υ0t (1).

Η εξίσωση κίνησης της σφαίρας στον άξονα ′y Oy  δίνεται από τη σχέση: y gt=
1

2

2  (2).

Από τη σχέση (1) έχουμε: t
x

=
υ0

 (3).

Από τη σχέση (2), λόγω της σχέσης (3), έχουμε:

y g
x

=






1

2 0

2

υ
  ή  y g

x
=

1

2

2

0

2υ
  ή  y

x
=

2

80
 (S.I.), με 0 100≤ ≤x m. 

δ. Έστω y η κατακόρυφη μετατόπιση του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 

στιγμή t = 2 s. Είναι: y gt=
1

2

2   ή  y = 20 m.

t = 0

t = 2
 
s

xx ́

O

φ

t1

h

h1

y

υx

υ0

υy υ

y 

yʹ
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Το ύψος h1 πάνω από το έδαφος στο οποίο βρίσκεται η σφαίρα τη χρονική στιγμή t = 2 s είναι:

h yh1 = −   ή  h1 = 105 m.

62. α. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  με την οποία 
το σώμα Σ φτάνει στο έδαφος στις κάθετες με-
ταξύ τους συνιστώσες υx  και υy  που φαίνονται 
στο διπλανό σχήμα.

Είναι: υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ υ2

0

2 2= + y  

ή  υ υ υy = −2

0

2   ή  υy = 4 m/s.

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα 


υ  με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εϕϕ
υ

υ
= y

0

  ή  εϕϕ =
4
3

.

β. Είναι: υy = gt1  ή  t1 = 0,4 s.

γ. Είναι: h gt=
1

2
1

2   ή  h = 0,8 m.

δ. Έστω s το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα Σ. 

Είναι: s = υ0t1  ή  s = 1,2 m.

ε. Η απόσταση d του σημείου Α από το σημείο Ο είναι:

d s h= +2 2   ή  d = 1,44 m 

63. α. Έστω x το μέτρο της οριζόντιας και y το 
μέτρο της κατακόρυφης μετατόπισης του σώμα-
τος Σ από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t1. Είναι:

x = 2,5 m και y = 1,25 m.

Η χρονική στιγμή t1 υπολογίζεται από τη σχέση:

y gt=
1

2
1

2   ή  t1 = 0,5 s.

t = 0 xx ́

OΣ

A

φ

t1

s

h
d

υx

υ0

υy υ

y 

yʹ

y

t = 0 xx ́

OΣ

φ

t2

t1

s

x

h

υx

υ0

υy υ

υʹ

υ′x

υ′y

y 

yʹ
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β. Το μέτρο της αρχικής ταχύτητας υ0  του σώματος υπολογίζεται από τη σχέση:

x = υ0t1  ή  υ0 = 5 m/s.

γ. Έστω  ′υ  η ταχύτητα του σώματος τη χρονική στιγμή t1. Αναλύουμε την ταχύτητα  ′υ  σε δύο 
κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες  ′υx  και  ′υy ,  όπως φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα. Το μέτρο 
της ταχύτητας  ′υ  υπολογίζεται από τη σχέση:

′ ′ ′= +υ υ υx y

2 2   ή  ′ = + ( )υ υ0

2

1

2
gt   ή  ′= 5 2 m s/ . 

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα υ  με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
=

′

′
y

x

  ή  εϕϕ
υ

=
gt1

0

  ή  εφφ = 1  ή  φ = 45°.

δ. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  με την οποία φτάνει το σώμα στο έδαφος σε δύο κάθετες μεταξύ 
τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα. Είναι:

υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ υ2

0

2 2= + y   ή  υ υ υy = −2

0

2   ή  υy m s= 5 3 / . 

Είναι: υy = gt2  ή  t s2 0 5 3= , . 

Το αρχικό ύψος h της οριζόντιας βολής υπολογίζεται από τη σχέση:

h gt=
1

2
2

2   ή  h = 3,75 m.

ε. Το βεληνεκές s της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα Σ υπολογίζεται από τη σχέση:

s = υ0t2  ή  s m= 2 5 3, .

64. α. Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία το σώμα Σ φτάνει στο έδαφος. Είναι:

s = υ0t2  ή  t2 = 5 s.

Το ύψος h πάνω από το έδαφος από το οποίο εκτοξεύεται το σώμα Σ τη χρονική στιγμή t = 0 

υπολογίζεται από τη σχέση: h gt=
1

2
2

2   ή  h = 125 m.

β. Έστω x η οριζόντια μετατόπιση του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t1. Είναι: x = υ0t1  ή  x = 12 m.

Έστω y η κατακόρυφη μετατόπιση του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 

στιγμή t1. Είναι: y gt=
1

2
1

2   ή  y = 5 m.
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Η απόσταση d του σώματος Σ από το σημείο εκτόξευσης τη χρονική στιγμή t1 δίνεται από τη 

σχέση: d x y= +2 2   ή  d = 13 m.

γ. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας του σώματος Σ τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ= + ( )0

2

1

2
gt   ή  υ = 244 m s/ . 

Έστω Κ η κινητική ενέργεια του σώματος Σ τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

Κ =
1

2

2mυ   ή  Κ = 24,4 J.

δ. Έστω y1 η κατακόρυφη μετατόπιση του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t3 στην οποία βρίσκεται σε ύψος h1 πάνω από το έδαφος. Είναι:

y h h1 1= −   ή  y1 = 45 m.

Η χρονική στιγμή t3 υπολογίζεται από τη σχέση: y gt1 3

21

2
=   ή  t3 = 3 s.

Έστω x1 η οριζόντια μετατόπιση του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 

στιγμή t3. Είναι: x1 = υ0t3  ή  x1 = 36 m.

65. α. Η χρονική στιγμή t2 στην οποία το σώμα Σ φτάνει στο έδαφος υπολογίζεται από τη σχέ-

ση: h gt=
1

2
2

2   ή  t2 = 3 s.

Είναι: s = υ0t2  ή  υ0 = 20 m/s.

β. Έστω υ  η ταχύτητα του σώματος τη χρονική 
στιγμή t1. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  σε δύο κά-
θετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως 
φαίνεται στο διπλανό σχήμα.

Είναι: υx = υy  ή  υ0 = gt1  ή  t1 = 2 s.

γ. Έστω x το μέτρο της οριζόντιας μετατόπισης 
του σώματος Σ από τη χρονική στιγμή t = 0 έως 
τη χρονική στιγμή t1. Είναι: x = υ0t1  ή  x = 40 m.

Έστω y το μέτρο της κατακόρυφης μετατόπισης του σώματος Σ από τη χρονική στιγμή t = 0 έως 

τη χρονική στιγμή t1. Είναι: y gt=
1

2
1

2   ή  y = 20 m.

t = 0 xx ́

O

φ

t2

t1

h

h1

x

dy
υx

υ0

υy υ

w

y 

yʹ
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Η απόσταση d του σώματος Σ από το σημείο Ο τη χρονική στιγμή t1 υπολογίζεται από τη σχέση:

d x y= +2 2   ή  d m= 20 5 . 

δ. Έστω h1 το ύψος στο οποίο βρίσκεται το σώμα πάνω από το έδαφος τη χρονική στιγμή t1. 

Είναι: h h y1 = −   ή  h1 = 25 m.

ε. Έστω ΔΚ η μεταβολή της κινητικής ενέργειας του σώματος Σ από τη χρονική στιγμή t = 0 
έως τη χρονική στιγμή t2. Εφαρμόζοντας το Θεώρημα Έργου – Ενέργειας για την κίνηση του 
σώματος Σ από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t2 έχουμε:

ΔΚ = Ww  ή  ΔΚ = mgh  ή  ΔΚ = 225 J.

66. α. Έστω υ  η ταχύτητα του σώματος τη 
χρονική στιγμή t1. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  
στις κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και 


υy  που φαίνονται στο διπλανό σχήμα.

Είναι: υx = υ0  ή  υx m s= 10 3 / . 

Είναι: εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  υ υy x=
3

3
  ή  υy = 10 m/s.

Το μέτρο της ταχύτητας υ  υπολογίζεται από τη 

σχέση: υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ = 20 m/s.

β. Είναι: υy = gt1  ή  t1 = 1 s.

Το ύψος h υπολογίζεται από τη σχέση: h gt=
1

2
1

2   ή  h = 5 m.

γ. Έστω s το βεληνεκές της οριζόντιας βολής. Είναι: s = υ0t1  ή  s m= 10 3 .

δ. Έστω x το μέτρο της οριζόντιας μετατόπισης του σώματος και y το μέτρο της κατακόρυφης 
μετατόπισής του από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t2. Είναι:

x = y  ή  υ0 2 2

21

2
t gt=   ή  t

g
2

02
=

υ
  ή  t s2 2 3= .

Έστω υ2  η ταχύτητα του σώματος Σ τη χρονική στιγμή t2. Αναλύουμε την ταχύτητα υ2  σε δύο 
κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υ2x  και υ2y ,  όπως φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα. Είναι:

υ υ υ2 2

2

2

2= +x y   ή  υ υ2 0

2

2

2= + ( )gt   ή  υ2 1 500= . m s/ . 

t = 0 xx ́

OΣ
t2

t1

s

y
x

φ

υ2y

υ2x

υ2

υx

υ0

υy υ

y 

yʹ
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Η κινητική ενέργεια Κ του σώματος τη χρονική στιγμή t2 υπολογίζεται από τη σχέση:

Κ =
1

2
2

2mυ   ή  Κ = 150 J.

67. α. Είναι: Κ =
1

2

2mυ   ή  υ =
2Κ
m

  ή  υ = 10 m/s.

β. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  στις συνιστώσες 


υx  και υy  που φαίνονται στο ακόλουθο σχήμα.

Είναι:

υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ2

0

2

1

2= + ( )gt  

ή  t
g

1

2

0

2

=
−υ υ

  ή  t1 = 0,6 s.

Το ύψος h πάνω από το έδαφος από το οποίο 
εκτοξεύεται το σώμα Σ τη χρονική στιγμή t = 0 

υπολογίζεται από τη σχέση: h gt=
1

2
1

2  ή  h = 1,8 m.

Έστω s το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα Σ. Είναι:

s = υ0t1  ή  s = 4,8 m. 

Η απόσταση d μεταξύ των σημείων Ο και Α υπολογίζεται από τη σχέση:

d s h� �2 2   ή  d = 5,13 m. 

γ. Έστω y η κατακόρυφη μετατόπιση του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t2 στην οποία το σώμα Σ βρίσκεται σε ύψος h1 = 1,25 m πάνω από το έδαφος. Είναι:

y h h= − 1   ή  y = 0,45 m.

Η χρονική στιγμή t2 υπολογίζεται από τη σχέση: y gt=
1

2
2

2   ή  t2 = 0,3 s.

δ. Έστω x η οριζόντια μετατόπιση του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t2. Είναι: x = υ0t2  ή  x = 2,4 m.

ε. Έστω ΔΚ η μεταβολή της κινητικής ενέργειας του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως 
τη χρονική στιγμή t2. Εφαρμόζοντας το Θεώρημα Έργου – Ενέργειας για την κίνηση του σώ-
ματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t2 έχουμε:

ΔΚ = Ww  ή  ΔΚ = mgy  ή  ΔΚ = 1,8 J.

t = 0 xx ́

OΣ

A
t1

s φ

dh

h1

y t2

υx

υ0

υy υ

υ2y

υ2x

υ2

y 

yʹ
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68. α. Έστω x το μέτρο της οριζόντιας μετατό-
πισης του σώματος και y το μέτρο της κατακόρυ-
φης μετατόπισης του από τη χρονική στιγμή t = 0 
έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

x = 2y  ή  υ0 1 1

2
2

1

2
t gt=  

ή  υ0 1 1

2 0t gt− =   ή  t gt1 0 1 0υ −( ) =  (1).

Επειδή είναι t1 0≠ , από τη σχέση (1) προκύπτει:

t
g

1

0=
υ

  ή  t1 = 4 s.

β. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως φαί-
νεται στο παραπάνω σχήμα. Είναι:

υx = υ0  ή  υx = 40 m/s  και  υy = gt1  ή  υy = 40 m/s.

Το μέτρο της ταχύτητας υ  υπολογίζεται από τη σχέση:

υ υ υ= +x y

2 2   ή   = 40 2 m s/ .

γ. Η ζητούμενη οξεία γωνία φ υπολογίζεται από τη σχέση:

εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εφφ = 1  ή  φ = 45°.

δ. Αναλύουμε την ταχύτητα υ1  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υ1x  και υ1y ,  όπως 
φαίνεται στο παραπάνω σχήμα. Είναι:

υ υ υ1 1

2

1

2= +x y   ή  υ υ υ1

2

0

2

1

2= + y   ή  υ1y = 30 m/s.

Η χρονική στιγμή t2 υπολογίζεται από τη σχέση: υ1y = gt2  ή  t2 = 3 s.

Το ύψος h υπολογίζεται από τη σχέση: h gt=
1

2
2

2   ή  h = 45 m.

Έστω s το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα Σ. Είναι:

s = υ0t2  ή  s = 120 m.

69. α. Εφόσον οι δύο σφαίρες εκτελούν οριζόντιες βολές από το ίδιο αρχικό ύψος h, φτάνουν 
ταυτόχρονα στο έδαφος. Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία φτάνουν στο έδαφος οι δύο 

σφαίρες. Είναι: h gt=
1

2
2

2   ή  t2 = 2 s.

t = 0 xx ́

O

φ

t2

t1

s

y

x

υy

υx
h

υ0

υ

υ1y

υ1x

υ1

y 

yʹ
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Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας με την οποία 
φτάνει η σφαίρα Σ1 στο έδαφος. Είναι:

υ υ υ1 1

2

1

2= +x y   ή  υ υ1 01

2

2

2= + ( )gt .

ή  υ1 = 25 m/s. 

Έστω υ2 το μέτρο της ταχύτητας με την οποία 
φτάνει η σφαίρα Σ2 στο έδαφος. Είναι:

υ υ υ2 2

2

2

2= +x y   ή  υ υ2 02

2

2

2= + ( )gt   

ή  2 20 2= m s/ .

β. Έστω s1 το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί η σφαίρα Σ1. Είναι:

s1 = υ01t2  ή  s1 = 30 m.

Έστω s2 το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί η σφαίρα Σ2. Είναι:

s2 = υ02t2  ή  s2 = 40 m.

Έστω d η απόσταση μεταξύ των δύο σφαιρών, όταν φτάσουν στο έδαφος. Είναι:

d = s1 + s2  ή  d = 70 m.

γ. Η κατακόρυφη μετατόπιση y1 της σφαίρας Σ1 από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 

στιγμή t1 είναι: y gt1 1

21

2
=   ή  y1 = 5 m.

Η κατακόρυφη μετατόπιση της σφαίρας Σ2 από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή 

t1 είναι: y gt2 1

21

2
=   ή  y2 = 5 m.

Επειδή είναι y1 = y2, οι δύο σφαίρες τη χρονική στιγμή t1 βρίσκονται στο ίδιο ύψος h1 πάνω από 

το έδαφος. Είναι: h h y1 1= −   ή  h1 = 15 m.

δ. Επειδή είναι y1 = y2, οι δύο σφαίρες τη χρονική στιγμή t1 βρίσκονται στο ίδιο οριζόντιο επί-
πεδο. Έστω x1 η οριζόντια απόσταση που διανύει η σφαίρα Σ1 από τη χρονική στιγμή t = 0 έως 
τη χρονική στιγμή t1. Είναι: x1 = υ01t1  ή  x1 = 15 m.

Έστω x2 η οριζόντια απόσταση που διανύει η σφαίρα Σ2 από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη 
χρονική στιγμή t1. Είναι: x2 = υ02t1  ή  x2 = 20 m.

Η απόσταση ′d  η απόσταση μεταξύ των δύο σφαιρών τη χρονική στιγμή t1 είναι:

′ = +d x x1 2   ή  � �d m35 .

t = 0

Σ1

Σ1 

Σ1 

Σ2

Σ2

Σ2

υ01
υ02

υ2 υ2y

υ2x

υ1
υ1y

υ1x

s1s2

d

dʹ

h
h1

x1
x2

y1=y2
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70. α. Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία φτάνει η σφαίρα Σ1 στο έδαφος. Είναι:

h gt1 1

21

2
=   ή  t1 = 3 s.

Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία φτάνει η σφαίρα Σ2 στο έδαφος. Είναι:

h gt2 2

21

2
=   ή  t2 = 2 s.

β. Έστω s1 και s2 τα βεληνεκή των οριζό ντιων 
βολών που εκτελούν οι σφαίρες Σ1 και Σ2 αντί-
στοιχα.

Επειδή οι σφαίρες φτάνουν στο ίδιο σημείο Γ 
του εδάφους, ισχύει:

s1 = s2  ή  υ01t1 = υ02t2  ή  υ02 = 15 m/s.

γ. Έστω υ2 το μέτρο της ταχύτητας με την 
οποία η σφαίρα Σ2 φτάνει στο έδαφος. Είναι:

υ υ υ2 2

2

2

2= +x y   ή  υ υ2 02

2

2

2= + ( )gt   ή  υ2 = 25 m/s. 

δ. Όπως φαίνεται από το σχήμα, η γωνιακή εκτροπή θ της σφαίρας Σ1 τη χρονική στιγμή t3 είναι 
ίση με την οξεία γωνία φ (θ = φ) που σχηματίζει η ταχύτητα υ1  της σφαίρας Σ1 την ίδια χρονική 
στιγμή με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
= 1

1

y

x

  ή  εϕ
υ

45
3

01

° =
gt

  ή  gt3 = υ01  ή  t3 = 1 s.

Έστω y1 η κατακόρυφη μετατόπιση της σφαίρας Σ1 από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 

στιγμή t3. Είναι: y gt1 3

21

2
=   ή  y1 = 5 m.

Έστω  ′h  το ύψος πάνω από το έδαφος στο οποίο βρίσκεται η σφαίρα Σ1 τη χρονική στιγμή t3. 
Είναι: � � �h h y1 1   ή  � �h m40 .

71. α. Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία η σφαί-
ρα Σ προσκρούει στο κτήριο Κ2. Είναι:

d = υ0t1  ή  t1 = 1 s.

β. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  με την οποία η σφαί-
ρα Σ πέφτει πάνω στο κτήριο Κ2 σε δύο κάθετες με-
ταξύ τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως απεικονίζε-
ται στο διπλανό σχήμα. 

Σ
2

Σ
2

Σ
1

Σ
1

Α

Β
h

1

h
2

t = 0

t = 0

y
1

φ

θ

s
1
=

 
s

2
 

t
3

υ
1x

υ
1υ

1y

υ
2x

υ
2

υ
2y

υ
01

υ
02

h

d

A

h1

K1

K2

y

t1

υx

υ1

υy υ
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Το μέτρο της ταχύτητας υ  υπολογίζεται από τη σχέση:

υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ= + ( )0

2

1

2
gt   ή   = 10 2 m s/ .

γ. Έστω y το μέτρο της κατακόρυφης μετατόπισης της σφαίρας Σ από τη χρονική στιγμή t = 0 

έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι: y gt=
1

2
1

2   ή  y = 5 m.

Από το σχήμα προκύπτει: h h y1 = −   ή  h1 = 15 m.

δ. Εφόσον η σφαίρα Σ πέφτει πάνω στο κτήριο Κ2, το μέτρο της οριζόντιας μετατόπισής της από 
τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t στην οποία πέφτει πάνω στο κτήριο Κ2 είναι 

ίσο με d. Επομένως, είναι: d = υ0t  ή  t
d

=
υ0

 (1).

Έστω y το μέτρο της κατακόρυφης μετατόπισης της σφαίρας από τη χρονική στιγμή t = 0 έως 

τη χρονική στιγμή t. Είναι: y h≤   ή  1

2

2gt h≤  ή λόγω της σχέσης (1):

1

2

2

0

2
g

d
h

υ
≤   ή  υ0

2
≥ d

g

h
  ή  υ0 5≥ m s/   ή  υ0(min) = 5 m/s.

72. α. Η εξίσωση κίνησης του σώματος στον άξονα ′x Ox  δίνεται από τη σχέση:

x = υ0t  ή  t
x

=
υ0

 (1).

Η εξίσωση κίνησης του σώματος στο άξονα ′y Oy  δίνεται από τη σχέση:

y gt=
1

2

2   ή λόγω της σχέσης (1): y
g

x=
2 0

2

υ
 (2).

Από τη σύγκριση της σχέσης (2) με τη δοθείσα εξίσωση της τροχιάς του σώματος, προκύπτει: 
g

2
0 05

0

2υ
= ,  (S.I.)  ή  υ0 = 10 m/s.

β. Η δοθείσα εξίσωση της τροχιάς του σώματος ισχύει για 0 30≤ ≤x m.  

Επομένως, η μέγιστη οριζόντια απόσταση xmax που διανύει το σώμα (βεληνεκές της οριζόντιας 
βολής) είναι: xmax = 30 m.

Είναι: xmax = υ0t1  ή  t1 = 3 s.

γ. Είναι: h gt=
1

2
1

2   ή  h = 45 m.
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δ. Έστω υ  η ταχύτητα με την οποία φτάνει 
το σώμα στο έδαφος. Αναλύουμε την ταχύτη-
τα υ  στις κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες 


υx  και υy που φαίνονται στο διπλανό σχήμα. 

Το μέτρο της ταχύτητας υ  υπολογίζεται από 
τη σχέση:

υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ= + ( )0

2

1

2
gt  

ή   = 10 10 m s/ .

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα υ  με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εϕϕ
υ

=
gt1

0

  ή  εφφ = 3.

73. α. Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία φτάνει η 

βόμβα στο έδαφος. Είναι: h gt=
1

2
1

2   ή  t1 = 8 s.

Έστω s το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτε-
λεί η βόμβα. Είναι: s = υ0t1  ή  s = 480 m.

Επειδή είναι d > s, η βόμβα δεν θα συγκρουστεί με 
το αυτοκίνητο.

Έστω ′d  η απόσταση της βόμβας από το αυτοκίνητο 
τη χρονική στιγμή t1. Είναι: ′ = −d d s   ή  � �d m80 . 

β. Έστω υ  η ταχύτητα με την οποία φτάνει η βόμβα στο έδαφος. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  
στις κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy  που φαίνονται στο παραπάνω σχήμα. Το μέ-
τρο της ταχύτητας υ  υπολογίζεται από τη σχέση:

υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ= + ( )0

2

1

2
gt   ή  υ = 100 m/s.

γ. Για να συγκρουστεί η βόμβα με το αυτοκίνητο, πρέπει το βεληνεκές ′s  της οριζόντιας βολής 
που εκτελεί η βόμβα να είναι ίσο με την οριζόντια απόσταση d μεταξύ του αεροπλάνου και του 
αυτοκινήτου τη χρονική στιγμή t = 0. Επειδή η βόμβα εκτελεί οριζόντια βολή από το ίδιο ύψος 
h πάνω από το έδαφος, η χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στο έδαφος είναι t1 = 8 s. 

Επομένως, είναι: ′ =s d   ή  ′ =υ0 1t d   ή  � �0 70 m s/ . 

t = 0

xx ́ O

Σ

φ

h

υx

υ0

υy υ

y 

yʹ

h

d
dʹ
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s
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υ0

υx

υy υ
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74. α. Είναι: h gt=
1

2
1

2   ή  h = 0,8 m.

β. Είναι: smax = υ0t1  ή  υ0 = 10 m/s.

γ. Έστω ότι το μέτρο της οριζόντιας θέσης x του σώματος και το μέτρο της κατακόρυφης θέσης 
y του σώματος γίνονται ίσα τη χρονική στιγμή t2. Είναι:

x = y  ή  υ0 2 2

21

2
t gt=   ή  t2 = 2 s.

Επειδή είναι t2 > t1, δεν υπάρχει σημείο της τροχιάς του σώματος στο οποίο το μέτρο της οριζό-
ντιας θέσης του να είναι ίσο με το μέτρο της κατακόρυφης θέσης του.

δ. Έστω t3 η χρονική στιγμή στην οποία το μέτρο της οριζόντιας συνιστώσας υx  της ταχύτητας 
του σώματος είναι πενταπλάσιο από το μέτρο της κατακόρυφης συνιστώσας υy  της ταχύτητας 
του σώματος. Είναι:

υx = 5υy  ή  υ0 = 5gt3  ή  t3 = 0,2 s.

Έστω y η κατακόρυφη μετατόπιση του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 

στιγμή t3. Είναι: y gt=
1

2
3

2   ή  y = 0,2 m.

Έστω h1 το ύψος πάνω από το έδαφος στο οποίο βρίσκεται το σώμα τη χρονική στιγμή t3. Είναι:

h h y1 = −   ή  h1 = 0,6 m.

75. α. Έστω Δt το χρονικό διάστημα κίνησης του σώματος από τη χρονική στιγμή που εκτοξεύ-
τηκε μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στο έδαφος. Είναι:

h g t= ( )1

2

2∆   ή  Δt = 5 s.

β. Είναι: s = υ0Δt  ή  υ0 = 10 m/s.

γ. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας με την οποία το σώμα φτάνει στο έδαφος. Είναι:

υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ= + ( )0

2 2
g t∆   ή   = 10 26 m s/ .
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δ. Θεωρούμε ότι το  σώμα εκτοξεύεται από ύψος Η πάνω από το έδαφος τη χρονική στιγμή 
t = 0. Έστω y η κατακόρυφη μετατόπιση του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρο-
νική στιγμή t1 στην οποία βρίσκεται σε ύψος h1 = 25 m πάνω από το έδαφος. Είναι:

y h h= − 1   ή  1

2
1

2

1gt h h= −   ή  t s1 20= . 

76. α. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  με την οποία η 
σφαίρα φτάνει στο έδαφος σε δύο κάθετες μεταξύ 
τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως φαίνεται στο δι-
πλανό σχήμα. 

Είναι: εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  υy = υx  ή  υy = 20 m/s.

Το μέτρο της ταχύτητας υ  υπολογίζεται από τη σχέση:  

υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ = 20 2 m s/ .

Έστω Κ η κινητική ενέργεια της σφαίρας τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στο έδαφος. 

Είναι: Κ =
1

2

2mυ   ή  Κ = 40 J.

β. Έστω t = 0 η χρονική στιγμή στην οποία εκτοξεύεται η σφαίρα και t3 η χρονική στιγμή στην 
οποία φτάνει στο έδαφος. Είναι: υy = gt3  ή  t3 = 2 s.

Το ύψος h υπολογίζεται από τη σχέση: h gt=
1

2
3

2   ή  h = 20 m.

γ. Έστω y η κατακόρυφη μετατόπιση της σφαίρας από τη χρονική στιγμή t = 0 έως της χρονική 

στιγμή t1. Είναι: y gt=
1

2
1

2   ή  y = 5 m.

Έστω h1 το ύψος πάνω από το έδαφος στο οποίο βρίσκεται η σφαίρα τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

h h y1 = −   ή  h1 = 15 m.

Η δυναμική ενέργεια της σφαίρας τη χρονική στιγμή t1 υπολογίζεται από τη σχέση:

U = mgh1  ή  U = 15 J.

δ. Έστω x το μέτρο της οριζόντιας και y το μέτρο της κατακόρυφης μετατόπισης της σφαίρας 
από το σημείο εκτόξευσης τη χρονική στιγμή t2. Είναι:

x = 8y  ή  υ0 2 2

28
1

2
t gt=   ή  t

g
2

0

4
=

υ
  ή  t2 = 0,5 s.

Έστω ′υ  το μέτρο της ταχύτητας της σφαίρας τη χρονική στιγμή t2. Είναι:

h

O

A

φ

υx

υy υ

υ0
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′ ′ ′= +υ υ υx y

2 2   ή  ′ = + ( )υ υ0

2

2

2
gt   ή  ′ =υ 425 m s/ .

Η κινητική ενέργεια Κ της σφαίρας τη χρονική στιγμή t2 υπολογίζεται από τη σχέση:

Κ = ′
1

2

2mυ   ή  Κ = 21,25 J.

77. α. Από το σχήμα προκύπτει:

d h s= +2 2   ή  d2 = h2 + s2 

ή  h d s= −2 2   ή  h = 80 m.

Η χρονική στιγμή t1 στην οποία η σφαίρα Σ φτά-
νει στο έδαφος υπολογίζεται από τη σχέση:

h gt=
1

2
1

2   ή  t1 = 4 s.

β. Είναι: s = υ0t1  ή  υ0 = 15 m/s.

γ. Έστω υ  η ταχύτητα με την οποία η σφαίρα φτάνει στο έδαφος. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  
σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήμα. Το 
μέτρο της ταχύτητας υ  υπολογίζεται από τη σχέση:

υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ= + ( )0

2

1

2
gt   ή   = 1 825. m s/ .

δ. Έστω ′υ  η ταχύτητα της σφαίρας τη χρονική στιγμή t2. Αναλύουμε την ταχύτητα  ′υ  στις 
κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες  ′υx  και  ′υy  που φαίνονται στο παραπάνω σχήμα. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
=

′

′
y

x

  ή  3

3 0

=
′υ

υ
y   ή  ′ =υy m s5 3 / . 

Το μέτρο της ταχύτητας  ′υ  της σφαίρας τη χρονική στιγμή t2 υπολογίζεται από τη σχέση:

′ ′ ′= +υ υ υx y

2 2   ή  ′ =υ 10 3 m s/ .

Η μεταβολή της κινητικής ενέργειας της σφαίρας από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t2 υπολογίζεται από τη σχέση:

∆Κ Κ Κ= −τελ αρχ   ή  ∆Κ = −′
1

2

1

2

2

0

2m mυ υ   ή  ΔΚ = 7,5 J.

ε. Η χρονική στιγμή t2 υπολογίζεται από τη σχέση:

′ =υy gt2   ή  t s2 0 5 3= , . 

t = 0 xx ́

O

φ

t1

s

h

h1

d

y
Σ

Γ υx

υy υ

υ0

υʹ

υ′x
υ′y

y 

yʹ
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Έστω y η κατακόρυφη μετατόπιση της σφαίρας από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 

στιγμή t2. Είναι: y gt=
1

2
2

2   ή  y = 3,75 m.

Έστω h1 το ύψος πάνω από το έδαφος στο οποίο βρίσκεται η σφαίρα τη χρονική στιγμή t2. Είναι:

h h y1 = −   ή  h1 = 76,25 m. 

Η δυναμική ενέργεια της σφαίρας τη χρονική στιγμή t2 υπολογίζεται από τη σχέση:

U = mgh1  ή  U = 152,5 J.

78. α. Η βόμβα εκτελεί οριζόντια βολή με αρ-
χική ταχύτητα υ0 .  

Έστω s το βεληνεκές της οριζόντιας βολής 
που εκτελεί η βόμβα. Από το σχήμα προκύ-
πτει: s = d + x1  ή  s = 700 m.

Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία η βόμβα 
φτάνει στο έδαφος. Είναι:

h gt=
1

2
1

2   ή  t1 = 7 s.

Η αρχική ταχύτητα της βόμβας είναι ίση με 
την ταχύτητα υ0  του αεροπλάνου. Επομένως, είναι:

s = υ0t1  ή  υ0 = 100 m/s.

β. Η αρχική ταχύτητα της βόμβας ως προς τον πιλότο του αεροπλάνου είναι ίση με μηδέν και η 
επιτάχυνση με την οποία κινείται η βόμβα είναι ίση με την επιτάχυνση της βαρύτητας. Επομέ-
νως, η κίνηση που εκτελεί η βόμβα ως προς τον πιλότο του αεροπλάνου είναι ελεύθερη πτώση.

γ. Το αεροπλάνο και η βόμβα εκτελούν στην οριζόντια διεύθυνση ευθύγραμμη ομαλή κίνηση 
με την ίδια σταθερή ταχύτητα υ0 .  Επομένως, από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγ-
μή t = 6 s το αεροπλάνο και η βόμβα έχουν διανύσει την ίδια οριζόντια απόσταση. Συνεπώς, 
τη χρονική στιγμή t = 6 s το αεροπλάνο και η βόμβα βρίσκονται πάνω στην ίδια κατακόρυφο 
και η μεταξύ τους απόσταση d1 είναι ίση με την κατακόρυφη μετατόπιση y της βόμβας από τη 
χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t = 6 s. Είναι:

d1 = y  ή  d gt1

21

2
=   ή  d1 = 180 m.

x ́
y

O

h h1

d x1

dʹ
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δ. Έστω x η οριζόντια απόσταση που διανύει η βόμβα από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρο-
νική στιγμή t = 6 s. Είναι:

x = υ0t  ή  x = 600 m.

Το ύψος h1 πάνω από τον στόχο στον οποίο βρίσκεται η βόμβα τη χρονική στιγμή t = 6 s είναι:

h h y1 = −   ή  h1 = 65 m. 

Η οριζόντια απόσταση ′d  που απέχει η βόμβα από τον στόχο τη χρονική στιγμή t = 6 s είναι:

′ = −d d x   ή  ′ =d m30 .

Η απόσταση ′′d  της βόμβας από τον στόχο τη χρονική στιγμή t = 6 s είναι:

′′ = ′ +d d h2

1

2   ή  �� �d m5 125. .

ε. Επειδή η βόμβα εκτελεί οριζόντια βολή από το ίδιο ύψος πάνω από το έδαφος, η χρονική 
στιγμή στην οποία φτάνει στο έδαφος είναι t1 = 7 s.

Για να πλήξει η βόμβα τον στόχο πρέπει το νέο βεληνεκές ′s  της βόμβας να είναι ίσο με την 
απόσταση d μεταξύ του αεροπλάνου και του στόχου τη χρονική στιγμή t = 0. Είναι: 

′ =s d   ή  ′ =υ0 1t d   ή  � �0 90 m s/ .

79. α. Η βόμβα εκτελεί οριζόντια βολή με αρχική ταχύτητα υ0 .  Έστω s το βεληνεκές της ορι-
ζόντιας βολής που εκτελεί η βόμβα. Είναι: s = υ0t1.

Έστω s1 το διάστημα που διανύει το αυτοκίνη-
το από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t1. Είναι: s1 = υ1t1.

Από το σχήμα προκύπτει:

s = d + s1  ή  υ0t1 = d + υ1t1  ή  t1 = 10 s.

β. Είναι: h gt=
1

2
1

2   ή  h = 500 m.

γ. Έστω υ  η ταχύτητα της βόμβας τη χρονι-
κή στιγμή t1, ακριβώς πριν συγκρουστεί με το 
αυτοκίνητο. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy ,  
όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήμα. Το μέτρο της ταχύτητας υ  υπολογίζεται από τη σχέση:

υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ= + ( )0

2

1

2
gt   ή   = 12 500. m s/ .

x ́
O x

h

s
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δ. Έστω x η οριζόντια μετατόπιση της βόμβας 
από τη χρονική στιγμή t = 0 έως της χρονική στιγ-
μή t. Είναι: x = υ0t  ή  x = 400 m.

Έστω ′s1  το διάστημα που διανύει το αυτοκίνητο 
από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγ-
μή t. Είναι:

′ =s t1 1υ   ή  ′ =s m1 240 .

Η οριζόντια απόσταση d1 της βόμβας από το αυ-
τοκίνητο τη χρονική στιγμή t είναι:

d d s x1 1= + ′ −   ή  d1 = 40 m.

Έστω y η κατακόρυφη μετατόπιση της βόμβας από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t. Είναι:

y gt=
1

2

2   ή  y = 320 m.

Το ύψος h1 πάνω από το αυτοκίνητο στο οποίο βρίσκεται η βόμβα τη χρονική στιγμή t είναι:

h h y1 = −   ή  h1 = 180 m.

Η απόσταση d2 μεταξύ της βόμβας και του αυτοκινήτου τη χρονική στιγμή t είναι:

d d h2 1

2

1

2= +   ή  d m2 10 340= .

80. α. Είναι: h gt=
1

2
1

2   ή  t1 = 8 s.

β. Έστω s το βεληνεκές της οριζόντιας βολής 
που εκτελεί η βόμβα. Είναι:

s = υ0t1  ή  s = 640 m.

Έστω s1 το διάστημα που διανύει το αυτοκίνη-
το από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t1. Είναι:

s1 = υ1t1  ή  s1 = 160 m.

Από το διπλανό σχήμα προκύπτει:

d = s + s1  ή  d = 800 m.

γ. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας της βόμβας ακριβώς πριν συγκρουστεί με το αεροπλάνο. 
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Είναι: υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ= + ( )0

2

1

2
gt   ή   = 80 2 m s/ .

δ. Επειδή η βόμβα αφήνεται από το αεροπλάνο 
από το ίδιο ύψος h, ο χρόνος πτώσης της είναι 
ίσος με t1.

Επειδή τα μέτρα των ταχυτήτων της βόμβας και 
του αυτοκινήτου είναι υ0 και υ1 αντίστοιχα, το βε-
ληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί η βόμ-
βα είναι ίσο με s και το διάστημα που διανύει το 
αυτοκίνητο από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη 
χρονική στιγμή t1 είναι ίσο με s1. Από το σχήμα 
προκύπτει ότι η ζητούμενη απόσταση είναι:

′ = −d s s1   ή  ′ =d m480 . 

h

s

s1

t = 0

t = 0

t1

βόμβα
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1.2 Οµαλή κυκλική κίνηση

ΘΕΜΑΤΑ A

Θέματα πολλαπλής επιλογής

18. α 19. β 20. γ 21. γ 22. β 23. δ

24. α 25. δ 26. β 27. γ 28. γ 29. β

30. γ 31. β 32. β 33. γ 34. α 35. β

36. α 37. γ 38. γ 39. δ 40. δ 41. β

42. β 43. α 44. γ 45. δ 46. β 47. β

48. β

Θέματα του τύπου «Σωστό ή Λάθος»

49. α. Σ β. Σ γ. Σ δ. Σ ε. Σ

50. α. Λ β. Σ γ. Σ δ. Σ ε. Σ

51. α. Σ β. Λ γ. Σ δ. Λ ε. Σ

52. α. Λ β. Σ γ. Λ δ. Λ ε. Σ

53. α. Σ β. Λ γ. Σ δ. Σ ε. Λ

54. α. Σ β. Σ γ. Λ δ. Σ ε. Λ
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55. Σωστή επιλογή είναι η α.

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του κινητού Α δίνεται από τη σχέση:  υ
π

Α =
2 R

T

A

A

 (1).

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του κινητού B δίνεται από τη σχέση:  υ
π

B

B

B

R

T
=

2
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:

υ
υ
Α

Β

Β

Β Α

=
R T

R T

A   ή  2
2

=
T

T

Β

Α

  ή  ΤΒ = 4ΤΑ  ή  
T
T
A

B

=
1
4

. 

56. Σωστή επιλογή είναι η α.

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του κινητού Α δίνεται από τη σχέση:

υ
π

Α =
2 R

T

A

A

  ή  υΑ = 2πRAfA (1).

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του κινητού B δίνεται από τη σχέση:

υ
π

B

B

B

R

T
=

2
  ή  υB = 2πRBfB (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:  
υ
υ
Α

Β Β

=
R f

R f

A A

B

  ή  


A

B

= 8. 

57. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω υ1 το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας της μοτοσυκλέτας Μ1 και υ2 το μέτρο της γραμμι-
κής ταχύτητας της μοτοσυκλέτας Μ2. Οι δύο μοτοσυκλέτες εκτελούν ομαλές κυκλικές κινήσεις 
με την ίδια ακτίνα R. Είναι:

υ
υ

2

1

2
=   ή  ω

ω
2

1

2
R

R
=   ή  ω

ω
2

1

2
=   ή  



1

2

2= . 

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης της μοτοσυκλέτας Μ1 δίνεται από τη σχέση:  

α
υ

κ1

1

2

=
R

 (1). 

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης της μοτοσυκλέτας Μ2 δίνεται από τη σχέση:  

α
υ

κ2

2

2

=
R

 (2).
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Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:  
α

α
υ
υ

κ

κ

1

2

1

2

2

2
=   ή  

α

α
υ
υ

κ

κ

1

2

1

2

2

=






  ή  
α

α
κ

κ

1

2

4= .

58. Σωστή επιλογή είναι η α.

Το μήκος του τόξου που έχει διανύσει το σωματίδιο Α από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρο-
νική στιγμή t δίνεται από τη σχέση:  sA = υΑt  ή  sA = υt (1).

Το μήκος του τόξου που έχει διανύσει το σωματίδιο B από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρο-
νική στιγμή t δίνεται από τη σχέση:  sB = υBt  ή  sB = υt (2).

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει:  sA = sB.

59. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος, όταν εκτελεί ομαλή κυκλική κίνηση 

ακτίνας R με περίοδο T. Είναι:  υ π
=

2 R

T
 (1).

Έστω ′υ  το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος, όταν εκτελεί ομαλή κυκλική κίνηση 

ακτίνας ′ =R R2  με την ίδια περίοδο T. Είναι:  ′ = ′
υ

π2 R

T
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) έχουμε: 
′
= ′υ

υ
R
R

  ή  
′
=

υ
υ

2   ή  �� 2 .

60. Σωστή επιλογή είναι η β.

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του κινητού Α δίνεται από τη σχέση:

υ
π

1

1

1

2
=

R

T
  ή  υ1 = 2πR1f1 (1).

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του κινητού B δίνεται από τη σχέση:

υ
π

2

2

2

2
=

R

T
  ή  υ2 = 2πR2f2 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:

υ
υ

1

2

1 1

2 2

=
R f

R f
  ή  

υ
υ

1

2

1 1

1
12
4

=
R f

R
f

  ή  
υ
υ

1

2

2=   ή  υ1 = 2υ2.

61. Α. Έστω ότι τα δύο σφαιρίδια εκτελούν ομαλές κυκλικές κινήσεις σύμφωνα με τη φορά 
κίνησης των δεικτών του ρολογιού. Στο επόμενο σχήμα έχουν σχεδιαστεί τα διανύσματα των 
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γραμμικών ταχυτήτων υ1  και υ2  των σφαιριδίων Σ1 και Σ2 αντίστοιχα καθώς και τα διανύσμα-

τα των κεντρομόλων επιταχύνσεων τους α1  και α2  αντίστοιχα.

RR
Σ2Σ1

α1 α2

υ1 υ2

Β. Σωστή επιλογή είναι η β.

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σφαιριδίου Σ1 δίνεται από τη σχέση: υ π
1

1

2
=

R

T
 (1).

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σφαιριδίου Σ2 δίνεται από τη σχέση: υ π
2

2

2
=

R

T
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
υ
υ

1

2

2

1

=
T

T
  ή  

υ
υ

1

2

1

2
=  (3).

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σφαιριδίου Σ1 δίνεται από τη σχέση: α
υ

1

1

2

=
R

 (4). 

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σφαιριδίου Σ2 δίνεται από τη σχέση: α
υ

2

2

2

=
R

 (5). 

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (4) και (5) έχουμε:  
α
α

υ
υ

1

2

1

2

2

=






  ή λόγω της σχέσης (3):  

α
α

1

2

1

4
=   ή  α2 = 4α1.

62. Α. Έστω ότι τα δύο σφαιρίδια εκτελούν ομαλές κυκλικές κινήσεις σύμφωνα με τη φορά 
κίνησης των δεικτών του ρολογιού. Στο ακόλουθο σχήμα έχουν σχεδιαστεί τα διανύσματα των 
γραμμικών ταχυτήτων υ1  και υ2  των σφαιριδίων Σ1 και Σ2 αντίστοιχα καθώς και τα διανύσμα-
τα των κεντρομόλων επιταχύνσεών τους α1  και α2  αντίστοιχα.

R2R1
Σ2

Σ1
α1 α2

υ1
υ2
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Β. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω T η περίοδος της ομαλής κυκλικής κίνησης των δύο σφαιριδίων.

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σφαιριδίου Σ1 δίνεται από τη σχέση: υ
π

1

12
=

R

T
 (1).

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σφαιριδίου Σ2 δίνεται από τη σχέση: υ
π

2

22
=

R

T
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
υ
υ

1

2

1

2

=
R

R
  ή  

υ
υ

1

2

2=  (3).

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σφαιριδίου Σ1 δίνεται από τη σχέση: α
υ

1

1

2

1

=
R

 (4).

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σφαιριδίου Σ2 δίνεται από τη σχέση: α
υ

2

2

2

2

=
R

 (5).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (4) και (5) έχουμε: 
α
α

υ
υ

1

2

1

2

2

2

2

1

=
R

R
  ή  

α
α

υ
υ

1

2

1

2

2

2

1

=






R

R
 

ή  
α
α

1

2

2=   ή  α1 = 2α2.

63. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω υ1 το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σφαιριδίου Σ1. Είναι: υ
π

1

1

1

2
=

L

T
 (1).

Έστω υ2 το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σφαιριδίου Σ2. Είναι: υ
π

2

2

2

2
=

L

T
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
υ
υ

1

2

1 2

2 1

=
L T

L T
  ή  

υ
υ

1

2

3

2
= .

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σφαιριδίου Σ1 δίνεται από τη σχέση: α
υ

1

1

2

1

=
L

 (3).

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σφαιριδίου Σ2 δίνεται από τη σχέση: α
υ

2

2

2

2

=
L

 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (4) έχουμε: 
α
α

υ
υ

1

2

1

2

2

2

2

1

=
L

L
  ή  

α
α

υ
υ

1

2

1

2

2

2

1

=






L

L
 

ή  
α
α

1

2

3

4
=   ή   1 2

3
4

= .
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64. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω T1 η περίοδος της στροφικής κίνησης του ωροδείκτη. Είναι: Τ1 = 12 h.

Έστω T2 η περίοδος της στροφικής κίνησης του λεπτοδείκτη. Είναι: Τ2 = 1 h.

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του κινούμενου άκρου του ωροδείκτη δίνεται από τη σχέση:

υ
π

1

1

1

2
=



T
 (1). Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του κινούμενου άκρου του λεπτοδείκτη δί-

νεται από τη σχέση: υ
π

2

2

2

2
=



T
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
υ
υ

1

2

1 2

2 1

=




T

T
  ή  

υ
υ

1

2

1

18
=   ή  



2

1

18= . 

65. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω T1 η περίοδος της στροφικής κίνησης του ωροδείκτη. Είναι: Τ1 = 12 h.

Έστω T2 η περίοδος της στροφικής κίνησης του λεπτοδείκτη. Είναι: Τ2 = 1 h.

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του κινούμενου άκρου του ωροδείκτη δίνεται από τη σχέση:

υ
π

1

1

1

2
=



T
 (1). Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του κινούμενου άκρου του λεπτοδείκτη δί-

νεται από τη σχέση: υ
π

2

2

2

2
=



T
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
υ
υ

1

2

1 2

2 1

=




T

T
  ή  



1

2

1
144

= . 

66. Σωστή επιλογή είναι η α.

Επειδή το σώμα εκτελεί ομαλή κυκλική κίνηση, το μέτρο της γραμμικής του ταχύτητας παρα-
μένει σταθερό.

Η μεταβολή της κινητικής ενέργειας του σώματος στο χρονικό διάστημα που διανύει ένα ημι-
κύκλιο είναι:

∆Κ Κ Κ= −τελ αρχ   ή  ∆Κ = −
1

2

1

2

2 2m mυ υ   ή  ΔΚ = 0.

67. Σωστή επιλογή είναι η α.

Το σημείο Δ εκτελεί ομαλή κυκλική κίνηση με γραμμική ταχύτητα της οποίας το μέτρο παρα-
μένει σταθερό, ενώ η κατεύθυνσή της μεταβάλλεται συνεχώς.
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Επειδή η κατεύθυνση της γραμμικής ταχύτητας του σημείου Δ μεταβάλλεται συνεχώς, το σημείο 
αυτό αποκτά επιτάχυνση που ονομάζεται κεντρομόλος επιτάχυνση. Η κεντρομόλος επιτάχυνση 


ακ  του σημείου Δ έχει κάθε χρονική στιγμή τη διεύθυνση του δευτερολεπτοδείκτη και φορά 

προς το άλλο άκρο του που παραμένει ακίνητο (κέντρο της κυκλικής τροχιάς που διαγράφει 

το σημείο Δ), ενώ το μέτρο της παραμένει σταθερό και δίνεται από τη σχέση:  α υ
κ =

2



, όπου 

υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σημείου Δ και   το μήκος του δευτερολεπτοδείκτη.

68. Σωστή επιλογή είναι η β.

Τη χρονική στιγμή στην οποία το παιδί βρίσκεται στο υψηλότερο σημείο Α της κυκλικής τρο-
χιάς που διαγράφει, η γραμμική του ταχύτητα υ  είναι οριζόντια και έχει φορά προς τα δεξιά 
(είναι εφαπτομένη στην κυκλική τροχιά που διαγράφει το παιδί στο σημείο Α και έχει τη φορά 
της κίνησης της «ρόδας» του Λούνα Πάρκ). Επομένως, την παραπάνω χρονική στιγμή στην 
οποία το παιδί αφήνει την μπάλα, η μπάλα έχει οριζόντια ταχύτητα υ  με φορά προς τα δεξιά 
και αρχίζει να εκτελεί οριζόντια βολή μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία πέφτει στο έδαφος, 
στο σημείο Γ.

69. Σωστή επιλογή είναι η β.

Η περίοδος περιστροφής T των δύο ανθρώπων είναι ίση με την περίοδο περιστροφής της Γης 
(T = 24 h). Ο άνθρωπος που βρίσκεται στο σημείο Α εκτελεί ομαλή κυκλική κίνηση ακτίνας RA, 
ενώ ο άνθρωπος που βρίσκεται στο σημείο Β εκτελεί ομαλή κυκλική κίνηση ακτίνας RB. Όπως 
προκύπτει από το σχήμα είναι: RB > RA.

Έστω υΑ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του ανθρώπου που βρίσκεται στο σημείο Α. Είναι:

υ
π

Α =
2 R

T

A  (1). Έστω υB το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του ανθρώπου που βρίσκεται στο 

σημείο B. Είναι: υ
π

B

BR

T
=

2
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
υ
υ
Α

Β Β

=
R

R

A  (3).

Έστω ακ(Α) το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του ανθρώπου που βρίσκεται στο σημείο Α. 

Είναι: α
υ

κ ( )Α
Α=
2

RA

 (4).

Έστω ακ(Β) το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του ανθρώπου που βρίσκεται στο σημείο Β. 
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Είναι: α
υ

κ ( )Β
Β

Β

=
2

R
 (5).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (4) και (5) έχουμε: 
α

α
υ
υ

κ

κ

( )

( )

Α

Β

Α

Β

Β

Α

=






2

R

R
 

ή λόγω της σχέσης (3): 
α

α
κ

κ

( )

( )

Α

Β

Α

Β

Β

Α

=






R

R

R

R

2

  ή  
α

α
κ

κ

( )

( )

Α

Β

Α

Β

=
R

R
 (6)

Επειδή είναι: RB > RA, από τη σχέση (6) προκύπτει: ακ(Β) > ακ(Β).

70. Σωστή επιλογή είναι η β.

Τα σημεία Α και Β του δίσκου εκτελούν ομαλές κυκλικές κινήσεις με συχνότητα ίση με τη συ-
χνότητα περιστροφής f του δίσκου και ακτίνες RA και RB = RA/2 αντίστοιχα.

Το μέτρο υΑ της γραμμικής ταχύτητας του σημείου Α δίνεται από τη σχέση: υΑ = 2πRAf (1).

Το μέτρο υΒ της γραμμικής ταχύτητας του σημείου Β δίνεται από τη σχέση: υΒ = 2πRΒf (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:

υ
υ
Α

Β

Α

Β

=
R
R

  ή  
υ
υ
Α

Β

= 2   ή  υΑ = 2υΒ. 

71. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω RA και RB οι αποστάσεις των σημείων Α και Β αντίστοιχα από τον άξονα (κέντρο) περι-
στροφής της έλικας του ανεμιστήρα. Είναι: RA < RB.

Τα σημεία Α και Β εκτελούν ομαλές κυκλικές κινήσεις με την ίδια γωνιακή ταχύτητα ω  που 
είναι ίση με τη γωνιακή ταχύτητα της έλικας.

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σημείου Α δίνεται από τη σχέση: υΑ = ωRA (1).

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σημείου B δίνεται από τη σχέση: υB = ωRB (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
υ
υ
Α

Β

Α

Β

=
R
R

 (3).

Επειδή είναι: RA < RB, από τη σχέση (3) προκύπτει: υΑ < υΒ.

72. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω Τω η περίοδος της στροφικής κίνησης του ωροδείκτη. Είναι: Τω = 12 h.

Το μέτρο ωω της γωνιακής ταχύτητας του ωροδείκτη δίνεται από τη σχέση: ω π
ω

ω

=
2
Τ

 (1).



Απαντήσεις – Λύσεις θεµάτων

42

Έστω Tλ η περίοδος της στροφικής κίνησης του λεπτοδείκτη. Είναι: Τλ = 1 h.

Το μέτρο ωλ της γωνιακής ταχύτητας του λεπτοδείκτη δίνεται από τη σχέση: ω π
λ

λ

=
2
Τ

 (2).

Έστω Δt το χρονικό διάστημα μεταξύ δύο διαδοχικών συμπτώσεων των δύο δεικτών. Είναι:

ϕ ϕ πλ ω− = 2   ή  ω ω πλ ω∆ ∆t t− = 2   ή λόγω των σχέσεων (1) και (2):

2 2
2

π π
π

λ ωΤ
∆

Τ
∆t t− =   ή  ∆

Τ Τ
Τ Τ

t =
−
λ ω

λ ω

  ή  t h=
12
11

. 

73. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Θεωρούμε τα κινητά (1) και (2) που φαίνονται στο διπλανό 
σχήμα, τα οποία κινούνται πάνω στην ίδια κυκλική τροχιά 
ακτίνας R, αντίρροπα, με γραμμικές ταχύτητες μέτρου υ1 και 
υ2 αντίστοιχα. Τη χρονική στιγμή t = 0 τα κινητά (1) και (2) 
βρίσκονται στα αντιδιαμετρικά σημεία Α και Β της κυκλικής 
τροχιάς τους που φαίνονται στο σχήμα.

Έστω s1 το μήκος του τόξου που διαγράφει το κινητό (1) και 
s2 το μήκος του τόξου που διαγράφει το κινητό (2) στο χρονι-
κό διάστημα Δt, από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t στην οποία τα δύο κινητά συναντιούνται για πρώτη φορά μετά τη χρονική στιγμή t = 0. 

Είναι: s1 + s2 = πR  ή  υ1Δt + υ2Δt = πR  ή  2πRf1t + 2πRf2t = πR  ή  t
f f

�
�� �
1

2 1 2

. 

74. A. Σωστή επιλογή είναι η β.

Τη χρονική στιγμή t1 στην οποία τα δύο σώματα συναντιούνται για πρώτη φορά μετά τη χρονι-
κή στιγμή t = 0 ισχύει: s s R1 2 2− = π   ή  υ υ π1 1 2 1 2t t R− =   ή  2 2 21 1 2 1π π πRf t Rf t R− =  

ή  t
f f1
1 2

1
�

�
. 

B. Σωστή επιλογή είναι η α.

Τη χρονική στιγμή t2 στην οποία τα δύο σώματα συναντιούνται για πρώτη φορά μετά τη χρονι-
κή στιγμή t = 0, ισχύει: s1 + s2 = 2πR  ή  υ1Δt + υ2Δt = 2πR  ή  2πRf1t2 + 2πRf2t2 = 2πR

ή  t
f f2
1 2

1
�

�
. 

(2)

(2)

(1)

(1)

s2

s1

K

R

Α

Β

R

t

υ1

υ2
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75. A. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Τα σημεία Α και Β εκτελούν ομαλές κυκλικές κινήσεις με συχνότητες f1 και f2 αντίστοιχα. Είναι:

Ν1 = f1Δt (1) και Ν2 = f2Δt (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:  
Ν
Ν

1

2

1

2

=
f

f
  ή  

Ν
Ν

1

2

1

2
=   ή  N2 = 2N1.

B. Σωστή επιλογή είναι η β.

Τα σημεία Α και Β εκτελούν ομαλές κυκλικές κινήσεις με ακτίνες R1 και R2 αντίστοιχα. Επειδή 
ο ιμάντας δεν ολισθαίνει στις περιφέρειες των δύο δίσκων, το μέτρο υΑ της γραμμικής ταχύτη-
τας του σημείου Α είναι ίσο με το μέτρο υΒ της γραμμικής ταχύτητας του σημείου Β (υΒ = υΑ).

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σημείου Α δίνεται από τη σχέση: α
υ

κ ( )Α
Α=
2

1R
 (3).

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σημείου Β δίνεται από τη σχέση: α
υ

κ ( )Β
Β=
2

2R
 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (4) έχουμε: 
α

α
κ

κ

( )

( )

Α

Β

=
R

R

2

1

  ή  
α

α
κ

κ

( )

( )

Α

Β

=
1

2
  

ή  ακ(Β) = 2ακ(Α).

76. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Τα σημεία της περιφέρειας των μπροστινών τροχών του τρακτέρ εκτελούν ομαλή κυκλική κί-
νηση με την ίδια γωνιακή ταχύτητα ω1  και έχουν γραμμικές ταχύτητες ίδιου μέτρου. Το μέτρο 
των γραμμικών ταχυτήτων των σημείων της περιφέρειας των μπροστινών τροχών του τρακτέρ 
ισούται με το μέτρο υ της ταχύτητας του τρακτέρ. Δηλαδή είναι:  υ = ω1R1 (1).

Τα σημεία της περιφέρειας των πίσω τροχών του τρακτέρ εκτελούν ομαλή κυκλική κίνηση 
με την ίδια γωνιακή ταχύτητα ω2  και έχουν γραμμικές ταχύτητες ίδιου μέτρου. Το μέτρο των 
γραμμικών ταχυτήτων των σημείων της περιφέρειας των πίσω τροχών του τρακτέρ ισούται με 
το μέτρο υ της ταχύτητας του τρακτέρ. Δηλαδή είναι:  υ = ω2R2 (2).

Έστω f1 η συχνότητα περιστροφής των μπροστινών τροχών του τρακτέρ και f2 η συχνότητα 
περιστροφής των πίσω τροχών του. Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε:

ω1R1 = ω2R2  ή  2πf1R1 = 2πf2R2  ή  f1 = 2f2  ή  
Ν
∆

Ν
∆

1 22
t t
=   ή  N1 = 2N2  ή  N

N
2

1

2
= .
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77. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω R η ακτίνα της κυκλικής πλατείας και Fκ το μέτρο της κεντρομόλου δύναμης που ασκεί-
ται στο όχημα, όταν κινείται στην κυκλική πλατεία με ταχύτητα σταθερού μέτρου υ. Είναι:

F
m

R
κ

υ
=

2

 (1), όπου m η μάζα του οχήματος.

Έστω ′Fκ  το μέτρο της κεντρομόλου δύναμης που ασκείται στο όχημα, όταν κινείται στην ίδια 

κυκλική πλατεία με ταχύτητα σταθερού μέτρου ′ =υ υ2 .  Είναι: ′ =
′

F
m

R
κ

υ 2

  ή  ′ =F
m

R
κ

υ4 2

 (2).

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: � �F F 4 . 

78. Σωστή επιλογή είναι η α.

Η κεντρομόλος δύναμη που ασκείται στο ζάρι, όταν βρίσκεται σε απόσταση R1 από το κέντρο 
του πικάπ και το πικάπ περιστρέφεται με σταθερή γωνιακή ταχύτητα μέτρου ω1 δίνεται από τη 

σχέση:  F
m

R
1

1

2

1

=
υ

  ή  F
m R

R
1

1 1

2

1

=
( )ω

  ή  F m R1 1

2

1= ω  (1), όπου m η μάζα του ζαριού.

Η κεντρομόλος δύναμη που ασκείται στο ζάρι, όταν βρίσκεται σε απόσταση R2 από το κέντρο 
του πικάπ και το πικάπ περιστρέφεται με σταθερή γωνιακή ταχύτητα μέτρου ω2 δίνεται από τη 

σχέση: F
m

R
2

2

2

2

=
υ

  ή  F
m R

R
2

2 2

2

2

=
( )ω

  ή  F m R2 2

2

2= ω  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
F
F

R
R

1

2

1
2

1

2
2

2

=



. 

79. Σωστή επιλογή είναι η β.

Η τάση 


Τ  του νήματος που ασκείται στο σώμα δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Στην πρώτη πε-
ρίπτωση, όπου το σώμα κινείται σε κυκλική τροχιά ακτίνας R με γωνιακή ταχύτητα μέτρου ω1, 
το νήμα κόβεται όταν το μέτρο της τάσης του νήματος που ασκείται στο σώμα γίνει ίσο με το 
όριο θραύσης του Τθ. Τη χρονική στιγμή ακριβώς πριν κοπεί το νήμα ισχύει:

Τθ
υ

=
m

R

1

2

1

  ή  Τθ

ω
=

( )m R

R

1 1

2

1

  ή  T m Rθ ω= 1

2

1  (1).

Στη δεύτερη περίπτωση, όπου το σώμα κινείται σε κυκλική τροχιά ακτίνας ′ =R R/2  με γω­
νια κή ταχύτητα μέτρου ω2, το νήμα κόβεται όταν το μέτρο της τάσης του νήματος που ασκείται 
στο σώμα γίνει ξανά ίσο με όριο θραύσης του Τθ. Τη χρονική στιγμή ακριβώς πριν κοπεί το 
νήμα ισχύει:
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Τθ
υ

=
′

m

R

2

2

  ή  Τθ

ω
=

′( )
′

m R

R

2

2

  ή  T m Rθ ω= ′2

2  (2).

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει:

m R m Rω ω1

2

2

2= ′   ή  ω ω1

2

2

2

2
R

R
=   ή  

ω
ω

1

2

2

1

2







=   ή  


1

2

2
2

= . 

80. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω υΑ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του 
σώματος τη χρονική στιγμή στην οποία διέρχεται 
από το κατώτερο σημείο Α της κυκλικής τροχιάς 
του. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα τη χρο-
νική στιγμή στην οποία διέρχεται από το σημείο Α 
είναι η δύναμη 



FA  από το νήμα και το βάρος του 


w,  όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα.

Η συνισταμένη των δυνάμεων που ασκούνται στο 
σώμα στη διεύθυνση της επιβατικής του ακτίνας 
στο σημείο Α δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Δηλαδή 

είναι: ΣFακτ = Fκ  ή  F w
m

A − =
υΑ

2



  ή  F
m

mgA = +
υΑ

2



 (1).

Έστω υΓ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος τη χρονική στιγμή στην οποία διέρχε-
ται από το ανώτερο σημείο Γ της κυκλικής τροχιάς του. Εφαρμόζοντας την Αρχή Διατήρησης 
της Μηχανικής Ενέργειας για την κίνηση του σώματος μεταξύ των θέσεων Α και Γ, θεωρώντας 
ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που διέρχεται από 
το σημείο Α, έχουμε:

Εμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  ή  ΚΑ + UA = KΓ + UΓ  ή  1

2
0

1

2
22 2m m mgυ υΑ Γ+ = +    ή  υ υΓ Α= −2 4g  (2).

Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα τη χρονική στιγμή στην οποία διέρχεται από το ανώτερο 
σημείο Γ της κυκλικής τροχιάς του είναι η δύναμη 



FΓ  από το νήμα και το βάρος του w.  Η συ-
νισταμένη των δυνάμεων που ασκούνται στο σώμα στη διεύθυνση της επιβατικής του ακτίνας 
στο σημείο Γ δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Δηλαδή είναι:

ΣFακτ = Fκ  ή  F w
m

Γ
Γ+ =

υ2



  ή  F
m

mgΓ
Γ= −

υ2



  ή λόγω της σχέσης (2) F
m

mgΓ
Α= −

υ2

5


 (3).

Από τις σχέσεις (1) και (3) προκύπτει: FA > FΓ.

Ο

Α

Γ

Β

βαρU 0=
βαρU 0=

υΓ

υΒ

υΑ

w

w

FΓ

FΑ
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81. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 1.

α. f = 0,5 Hz. β. υ = 4π m/s. γ. ω = π rad/s. δ. Ν = 5 περιφορές.

82. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 2.

α. f = 2 Hz, T = 0,5 s. β. υ = 0,4π m/s. γ. ω = 4π rad/s. δ. s = 4π m.

83. α. Έστω f η συχνότητα της ομαλής κυκλικής κίνησης που εκτελεί το σώμα. Είναι:

ω = 2πf  ή  f Hz=
5


. 

Η περίοδος T της κυκλικής κίνησης του σώματος υπολογίζεται από τη σχέση:

f =
1

Τ
  ή  Τ =

1

f
  ή  T = 0,2π s.

β. Έστω Ν το πλήθος των περιφορών που εκτελεί το σώμα σε χρονικό διάστημα Δt = 10π s. 

Είναι:  f
t

=
Ν
∆

  ή  N = fΔt  ή  N = 50 περιφορές.

γ. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος. Είναι: υ = ωR  ή  υ = 20 m/s.

δ. Έστω ακ το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος. Είναι: 

α
υ

κ =
2

R
  ή  ακ = 200 m/s2.

84. α. Στο διπλανό σχήμα έχει σχεδιαστεί το διάνυσμα 
της γραμμικής ταχύτητας υ  του σώματος Σ τις χρονικές 
στιγμές στις οποίες διέρχεται από το σημείο Α της κυκλικής 
τροχιάς του.

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος Σ υπολο-
γίζεται από τη σχέση:

υ
π

=
2 R

T
  ή  υ = 2πRf  ή  υ = 5π m/s.

A
K

R

υ
ακ
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β. Στο προηγούμενο σχήμα έχει σχεδιαστεί το διάνυσμα της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώ-
ματος Σ τις χρονικές στιγμές στις οποίες διέρχεται από το σημείο Α. Το μέτρο της κεντρομόλου 

επιτάχυνσης του σώματος Σ υπολογίζεται από τη σχέση: α υ
κ =

2

R
  ή  ακ = 500 m/s2.

γ. Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος Σ. Είναι: υ = ωR  ή  ω = 10π rad/s.

Έστω Δθ η επίκεντρη γωνία που διαγράφει η επιβατική ακτίνα του σώματος Σ στο χρονικό 

διάστημα Δt. Είναι:  ω θ
=
∆
∆t

  ή  Δθ = ωΔt  ή  Δθ = 20π rad.

δ. Έστω s το μήκος του τόξου που διαγράφει το σώμα Σ στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

υ =
s

t∆
  ή  s = υΔt  ή  s = 10π m.

85. α. Επειδή το σώμα ολοκληρώνει μία πλήρη περιφορά σε χρονικό διάστημα Δt = 0,1π s, η 
περίοδος T της ομαλής κυκλικής κίνησης που εκτελεί είναι: T = Δt  ή  T = 0,1π s.

Έστω f η συχνότητα της κυκλικής κίνησης του σώματος. Είναι: f =
1

Τ
  ή  f Hz=

10


. 

β. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος. Είναι: υ π
=

2 R

T
  ή  υ = 20 m/s.

Έστω ακ το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος. Είναι: α υ
κ =

2

R
  ή  

ακ = 400 m/s2.

γ. Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος. Είναι: υ = ωR  ή  ω = 20 rad/s. 

δ. Έστω Ν το πλήθος των περιφορών που εκτελεί το σώμα σε χρονικό διάστημα Δt = 20π s. 

Είναι: f
t

=
Ν
∆

  ή  N = fΔt  ή  Ν = 200 περιφορές.

86. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 4.

α. Στο διπλανό σχήμα έχει σχεδιαστεί το διάνυσμα της 
γωνιακής ταχύτητας ω  του σώματος. Το μέτρο της είναι:

ω = 20 rad/s.

ΣK
R

υ

ω



Απαντήσεις – Λύσεις θεµάτων

48

β. f Hz=
10


.  γ. ακ = 160 m/s2. δ. Δt = 10π s.

87. α. Επειδή το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος είναι σταθερό, η κίνηση που 
εκτελεί το σώμα Σ είναι ομαλή κυκλική. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώμα-

τος. Είναι: υ =
s

t∆
  ή  υ = 20 m/s.

β. Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος. Είναι: υ = ωR  ή  ω = 10π rad/s.

γ. Η συχνότητα f της κυκλικής κίνησης του σώματος υπολογίζεται από τη σχέση: ω = 2πf  

ή  f = 5 Hz.

Έστω Ν το πλήθος των περιφορών που εκτελεί το σώμα σε χρονικό διάστημα ∆ ′ =t s20 .  Είναι:

f
t

=
′

Ν
∆

  ή  Ν ∆= ′f t   ή  Ν = 100 περιφορές.

δ. Έστω Δθ η γωνία που διαγράφει η επιβατική ακτίνα του σώματος στο χρονικό διάστημα ∆ ′t .  

Είναι: ω θ
=

′
∆
∆t

  ή  Δθ = 200π rad.

88. α. Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος. Είναι: ω θ
=
∆
∆t

  ή  ω = 5π rad/s.

β. Έστω T η περίοδος της κυκλικής κίνησης του σώματος. Είναι: ω π
=

2
Τ

  ή  T = 0,4 s.

γ. Η ακτίνα της κυκλικής κίνησης του σώματος υπολογίζεται από τη σχέση: υ = ωR  ή  R = 2 m.

δ. Έστω ακ το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος. Είναι: α υ
κ =

2

R
  

ή  ακ = 500 m/s2.

89. α. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος. 

Είναι: α υ
κ =

2

R
  ή  υ ακ= R   ή  υ = 10 m/s.

β. Έστω f η συχνότητα της ομαλής κυκλικής κίνησης που εκτελεί το σώμα Σ. Είναι:

υ
π

=
2 R

T
  ή  υ = 2πRf  ή  f Hz=

2 5,


.
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γ. Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος. Είναι:  υ = ωR ή  ω = 5 rad/s.

Έστω Δθ η επίκεντρη γωνία που διαγράφει η επιβατική ακτίνα του σώματος στο χρονικό διά-

στημα Δt. Είναι: ω θ
=
∆
∆t

  ή  Δθ = ωΔt  ή  Δθ = 10π rad.

δ. Έστω ′Τ  η νέα περίοδος της ομαλής κυκλικής κίνησης που εκτελεί το σώμα. Είναι:

′ =Τ Τ2   ή  ′ =Τ 2
1

f
  ή  � �T s0 8,  . 

Έστω ′υ  το νέο μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος. Είναι: ′ =
′

υ
π2 R

T
  ή  �� 5 m s/ . 

Έστω ′ακ  το νέο μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος. Είναι: ′
′

=α
υ

κ

2

R
  

ή  ′ =ακ 12 5 2, m s/ .

Η ζητούμενη μεταβολή είναι: ∆α α ακ κ κ= −′   ή  ∆ακ � �37 5
2, m s/ .

90. α. Στο διπλανό σχήμα έχουν σχεδιαστεί τα διανύσματα 
των γραμμικών ταχυτήτων υ  και  ′υ  και των κεντρομόλων 
επιταχύνσεων ακ  και  ′ακ  του σώματος Σ στα σημεία Α και 
Β αντίστοιχα.

β. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος Σ. 

Είναι: α υ
κ =

2

R
  ή  υ ακ= R   ή  υ = 2 m/s.

γ. Έστω T η περίοδος της ομαλής κυκλικής κίνησης που εκτε-

λεί το σώμα Σ. Είναι: υ π
=

2 R

T
  ή  T

R
=

2π
υ

  ή  T = 0,1π s.

Το ελάχιστο χρονικό διάστημα κίνησης του σώματος Σ από το σημείο Α στο σημείο Β. Είναι:

∆t
T

=
2

  ή  Δt = 0,05π s.

δ. Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος Σ. Είναι: υ = ωR  ή  ω = 20 rad/s.

Έστω ∆ ′t  το χρονικό διάστημα στο οποίο η επιβατική ακτίνα του σώματος Σ διαγράφει επίκε-

ντρη γωνία ∆θ π
=

3

2
rad.  Είναι: ω θ

=
′

∆
∆t

  ή  ∆ ∆
′ =t θ

ω
  ή  ∆ π� �t s0 075, .

A

Β

Σ

Σ

K

R

α
κ

α′
κ

υ

υ′
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91. α. Το μέτρο υ της γραμμικής ταχύτητας του σώματος υπολογίζεται από τη σχέση:

υ = ωR  ή  υ = 2π m/s.

β. Το μέτρο ακ της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος υπολογίζεται από τη σχέση:

α
υ

κ =
2

R
  ή  ακ = 100 m/s2.

γ. Έστω s το μήκος του τόξου που διαγράφει το σώμα στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

υ =
s

t∆
  ή  s = υΔt  ή  s = 4π m.

δ. Έστω f η συχνότητα της κυκλικής κίνησης του σώματος. Είναι: υ π
=

2 R

T
  ή  υ = 2πRf  

ή  f = 2,5 Hz.

Έστω ∆ ′t  το χρονικό διάστημα στο οποίο το σώμα εκτελεί Ν = 10 περιφορές. Είναι:

f
N

t
=

′∆
  ή  ∆ ′ =t

N

f
  ή   � �t s4 . 

92. α. Έστω f η συχνότητα της κυκλικής κίνησης του σώματος. Είναι: f
N

t
=
∆

  ή  f = 2 Hz.

Έστω T η περίοδος της κυκλικής κίνησης του σώματος. Είναι: f =
1

Τ
  ή  Τ =

1

f
  ή  T = 0,5 s.

β. Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος. Είναι: ω π
=

2
Τ

  ή  ω = 4π rad/s.

Το μέτρο υ της γραμμικής ταχύτητας του σώματος υπολογίζεται από τη σχέση: υ =
s

t∆
  

ή  υ = 2π m/s.

γ. Η ακτίνα της κυκλικής τροχιάς του σώματος υπολογίζεται από τη σχέση: υ = ωR  ή  R = 0,5 m.

Έστω ακ το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος. Είναι: α υ
κ =

2

R
  ή  ακ = 80 m/s2.

δ. Έστω Δθ η επίκεντρη γωνία που διαγράφει η επιβατική ακτίνα του σώματος στο χρονικό 

διάστημα Δt. Είναι: ω θ
=
∆
∆t

  ή  Δθ = ωΔt  ή  Δθ = 240π rad.
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93. α. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος. Είναι: υ =
s

t∆
  ή  υ = 2 m/s.

β. Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος. Είναι: ω θ
=
∆
∆t

  ή  ω = 2π rad/s.

γ. Η ακτίνα της κυκλικής τροχιάς του σώματος υπολογίζεται από τη σχέση: υ = ωR  ή  R m=
1

π
.

Έστω ακ το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος. Είναι: α υ
κ =

2

R
  ή  ακ = 4π m/s2.

δ. Έστω f η συχνότητα της κυκλικής κίνησης του σώματος. Είναι: ω = 2πf  ή  f = 1 Hz.

Το πλήθος Ν των περιφορών που εκτελεί το σώμα στο χρονικό διάστημα ∆ ′t  υπολογίζεται από 

τη σχέση: f
N

t
=

′∆
  ή  Ν ∆= ′f t   ή  Ν = 20 περιφορές.

94. α. Είναι: υ =
s

t∆
  ή  υ =

s
Τ

  ή  Τ =
s
υ

  ή  T = 0,2π s.

Έστω f η συχνότητα της κυκλικής κίνησης του σώματος. Είναι: f =
1

Τ
  ή  f Hz=

5


. 

β. Είναι: υ π
=

2 R

T
  ή  R = 0,5 m.

γ. Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος. Είναι: υ = ωR  ή  ω = 10 rad/s

Έστω ακ το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος. Είναι: α υ
κ =

2

R
  ή  ακ = 50 m/s2.

δ. Έστω ′υ  το μέτρο της νέας γραμμικής ταχύτητας του σώματος. Είναι: ′ =υ υ2   ή  ′ =υ 10 m s/ .

Έστω ′f  η νέα συχνότητα της ομαλής κυκλικής κίνησης που εκτελεί το σώμα. Είναι:

′ =
′

υ
π2 R

T
  ή  ′ = ′υ π2 Rf   ή  ′ =f Hz

10

π
. 

Η ζητούμενη μεταβολή της συχνότητας είναι: ∆f f f= ′ −   ή  ∆
π

f Hz=
5

. 

Έστω ∆ ′t  το χρονικό διάστημα στο οποίο το σώμα εκτελεί Ν = 100 περιφορές. Είναι:

Ν ∆= ′ ′f t   ή  ∆ Ν
′ =

′
t

f
  ή  ∆ π′ =t s10 .
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95. α. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος και ακ το μέτρο της κεντρομό-

λου επιτάχυνσής του. Είναι: α υ
κ =

2

R
  ή  R = 4 m.

β. Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος. Είναι: υ = ωR  ή  ω = 5 rad/s.

γ. Έστω T η περίοδος της κυκλικής κίνησης του σώματος. Είναι: ω π
=

2

T
  ή  T = 0,4π s.

Έστω f η συχνότητα της κυκλικής κίνησης του σώματος. Είναι: f =
1

Τ
  ή  f Hz=

2 5,


. 

δ. Έστω Δt το χρονικό διάστημα στο οποίο το σώμα εκτελεί Ν = 50 περιφορές. Είναι:

f
N

t
=
∆

  ή  ∆ Ν
t

f
=   ή  Δt = 20π s.

Έστω s το μήκος του τόξου που διαγράφει το σώμα στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

υ =
s

t∆
  ή  s = υΔt  ή  s = 400π m.

ε. Έστω ′ακ  το μέτρο της νέας κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος. Είναι: ′ =ακ 25 2m s/ . 

Έστω ′υ  το μέτρο της νέας γραμμικής ταχύτητας του σώματος. Είναι:

′
′

=α
υ

κ

2

R
  ή  ′ ′=υ ακR   ή  ′ =υ 10 m s/ .

Έστω ′f  η νέα συχνότητα της ομαλής κυκλικής κίνησης του σώματος. Είναι:

′ =
′

υ
π2 R

T
  ή  ′ = ′υ π2 Rf   ή  ′ =f Hz

1 25,

π
. 

Έστω ′Ν  το πλήθος των περιφορών που εκτελεί το σώμα σε χρονικό διάστημα ∆ ′ =t s4π .  

Είναι: ′ =
′
′

f
t

Ν
∆

  ή  ′ = ′ ′Ν ∆f t   ή  � �N 5  περιφορές.

96. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 5.

α. Στο διπλανό σχήμα έχει σχεδιαστεί το διάνυσμα της 
γωνιακής ταχύτητας του σημείου Α. Το μέτρο της είναι:

ω = 10 rad/s.

β. υΑ = 5 m/s. γ. ακ(Β) = 20 m/s2.

δ. sB = 4 m. ε. Δθ = 40π rad.

K
R

z

Β
Α

r

zʹ
ωω
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97. α. Όλα τα σημεία του δίσκου, εκτός από το κέντρο 
του Κ, εκτελούν ομαλή κυκλική κίνηση με γωνιακή τα-
χύτητα ίση με τη γωνιακή ταχύτητα ω  του δίσκου. Στο 
διπλανό σχήμα έχει σχεδιαστεί το διάνυσμα της γωνιακής 
ταχύτητας του σημείου Α.

Το σημείο Α εκτελεί Ν = 480 περιφορές σε χρονικό διά-
στημα Δt = 120 s. Έστω f η συχνότητα της ομαλής κυκλι-

κής κίνησης του σημείου Α. Είναι: f
N

t
=
∆

  ή  f = 4 Hz. 

Το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σημείου Α υπολογίζεται από τη σχέση:

ω = 2πf  ή  ω = 8π rad/s.

β. Έστω υΑ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σημείου Α. Είναι: υΑ = ωR (1).

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σημείου Α δίνεται από τη σχέση:

α
υ

κ ( )Α
Α=
2

R
  ή λόγω της σχέσης (1): ακ(Α) = ω2R  ή  R = 1 m.

γ. Στο παραπάνω σχήμα έχει σχεδιαστεί το διάνυσμα της γραμμικής ταχύτητας υΑ  του σημείου 

Α. Με αντικατάσταση των τιμών των μεγεθών στη σχέση (1) προκύπτει: υΑ = 8π m/s.

δ. Η ακτίνα της ομαλής κυκλικής κίνησης του σημείου Β είναι: r R d= −   ή  r = 0,6 m.

Έστω υΒ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σημείου Β. Είναι: υΒ = ωr  ή  υΒ = 4,8π m/s.

Έστω ακ(Β) το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σημείου Β. Είναι:

α
υ

κ ( )Β
Β=
2

r
  ή  ακ(Β) = 384 m/s2.

98. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 6.

α. υΓ = 20 m/s. β. ακ(Δ) = 280 m/s2. γ. s = 50 m. δ. Δθ = 100 rad.

99. α. Στο διπλανό σχήμα έχουν σχεδιαστεί τα 
δια νύσματα των γραμμικών ταχυτήτων υΑ  και 


υΓ  των άκρων Α και Γ αντίστοιχα της ράβδου.

β. Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του άκρου 
Α της ράβδου δίνεται από τη σχέση: υΑ = ωx (1).

K
R

z

Β
d

Α

zʹ

υ
A

ω

A
Ο M

Γ 

κάτοψη

L

x

υΑ

υΓ
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Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του άκρου Γ της ράβδου δίνεται από τη σχέση: 

υ ωΓ = −( )L x  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 

υ
υ
Α

Γ

=
−
x

L x
  ή  1

3
=

−
x

L x
  ή  3x L x= −   ή  x

L
=

4
  ή  x = 0,5 m.

Με αντικατάσταση των τιμών των μεγεθών στη σχέση (1) προκύπτει: ω = 10 rad/s.

γ. Έστω f η συχνότητα περιστροφής της ράβδου. Είναι: ω = 2πf  ή  f Hz=
5

π
. 

Το πλήθος Ν των περιφορών που εκτελεί το άκρο Α της ράβδου στο χρονικό διάστημα Δt υπο-

λογίζεται από τη σχέση: f
N

t
=
∆

  ή  Ν = fΔt  ή  Ν = 100 περιφορές.

δ. Το μέσον Μ της ράβδου εκτελεί ομαλή κυκλική κίνηση ακτίνας: r
L

xM = −
2

,  με γραμμική 
ταχύτητα σταθερού μέτρου υΜ.

Έστω ακ(Μ) το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του μέσου Μ της ράβδου. Είναι:

α
υ

κ ( )Μ
Μ

Μ

=
2

r
  ή  α

ω
κ ( )Μ

Μ

Μ

=
( )r

r

2

  ή  ακ(Μ) = ω2rM  ή  α ωκ ( )Μ = −





2

2

L
x   ή  ακ(Μ) = 50 m/s2.

ε. Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σημείου Μ υπολογίζεται από τη σχέση:

υΜ = ωrM  ή  υ ωΜ = −





L
x

2
  ή  υΜ = 5 m/s.

Έστω sM το μήκος του τόξου που διανύει το μέσον Μ της ράβδου στο χρονικό διάστημα ∆ ′t .  

Είναι: s tΜ Μ∆= ′υ   ή  sM = 20 m.

100. α. Το σημείο Α της περιφέρειας ενός από τους τροχούς του αυτοκινήτου εκτελεί ομαλή 
κυκλική κίνηση ακτίνας R με κέντρο το κέντρο του τροχού. Το μέτρο υΑ της γραμμικής ταχύ-
τητας του σημείου Α είναι ίσο με το μέτρο υ της ταχύτητας του αυτοκινήτου. Συνεπώς, ισχύει:

υΑ = υ  ή  υΑ = 20 m/s.

β. Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σημείου Α. Είναι: υΑ = ωR  ή  ω = 25 rad/s.

γ. Έστω ακ το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σημείου Α. Είναι: α
υ

κ = Α
2

R
  

ή  ακ = 500 m/s2.



1.2 Οµαλή κυκλική κίνηση – Κεντροµόλος δύναµη

55

δ. Έστω Δt το χρονικό διάστημα στο οποίο το αυτοκίνητο διανύει διάστημα s = 1.000π m. Είναι:

υ =
s

t∆
  ή  Δt = 50π s.

Έστω f η συχνότητα της ομαλής κυκλικής κίνησης που εκτελεί το σημείο Α. Είναι:

ω = 2πf  ή  f Hz=
12 5,

π
. 

Το πλήθος Ν των περιφορών που εκτελεί το σημείο Α στο χρονικό διάστημα Δt υπολογίζεται 
από τη σχέση: Ν = fΔt  ή  Ν = 625 περιφορές.

101. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 7.

α. ω1 = 15π rad/s, ω2 = 5π rad/s. β. ακ(1) = 450π m/s2, ακ(2) = 50π m/s2.

γ. t1 = 0,1 s. δ. s1 = 3 m, s2 = 1 m.

102. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 8.

α. T1 = 0,05π s, T2 = 0,1π s. β. υ1 = 20 m/s, υ2 = 10 m/s.

γ. t1 = 0,1π s. δ. Δθ1 = 4π rad, Δθ2 = 2π rad.

103. α. Είναι: s s R1 2 2− = π   ή  υ υ π1 1 2 1 2∆ ∆t t R− =   ή  Δt1 = 6 s.

β. Είναι: s1 = υ1Δt1  ή  s1 = 24 m  και  s2 = υ2Δt1  ή  s2 = 12 m.

γ. Είναι: s1 + s2 = 2πR  ή  υ1Δt2 + υ2Δt2 = 2πR  ή  Δt2 = 2 s.

δ. Το μέτρο ω1 της γωνιακής ταχύτητας του σώματος Σ1 υπολογίζεται από τη σχέση:

υ1 = ω1R  ή  ω
π

1
2
3

= rad s/ . 

Η επίκεντρη γωνία Δθ1 που διαγράφει η επιβατική ακτίνα του σώματος Σ1 στο χρονικό διάστη-

μα Δt2 είναι: Δθ1 = ω1Δt2  ή  ∆θ
π

1
4
3

= rad. 

Το μέτρο ω2 της γωνιακής ταχύτητας του σώματος Σ2 υπολογίζεται από τη σχέση: υ2 = ω2R   

ή  ω
π

2 3
= rad s/ . 
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Η επίκεντρη γωνία Δθ2 που διαγράφει η επιβατική ακτίνα του σώματος Σ2 στο χρονικό διάστη-

μα Δt2 είναι: Δθ2 = ω2Δt2  ή  ∆θ
π

2
2
3

= rad. 

104. α. Έστω s1 και s2 τα μήκη των τόξων που διαγράφουν τα σώματα Σ1 και Σ2 αντίστοιχα από 
τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

s1 + s2 = 2πR  ή  υ1t1 + υ2t1 = 2πR  ή  R = 2 m.

β. Έστω ω1 το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος Σ1. Είναι: υ1 = ω1R  ή  ω1 = 2 rad/s.  

Έστω ω2 το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος Σ2. Είναι: υ2 = ω2R  ή  ω2 = 3 rad/s.

γ. Έστω ακ(1) το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος Σ1. Είναι: α
υ

κ ( )1

1

2

=
R

  

ή  ακ(1) = 8 m/s2.

Έστω ακ(2) το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος Σ2. Είναι: α
υ

κ ( )2

2

2

=
R

  

ή  ακ(2) = 18 m/s2.

δ. Είναι: s s R2 1 2� � �   ή  υ υ π2 2 1 2 2t t R− =   ή  t2 = 2π s.

105. α. Έστω ω1 το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος Σ1. Είναι: ω
θ

1

1=
∆
∆t

  

ή  ω
θ

1

1

1

=
∆
t

  ή  ω1 = 0,8π rad/s.

Έστω υ1 το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος Σ1. Είναι: υ1 = ω1R  ή  υ1 = 0,4 m/s.

β. Έστω υ2 το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος Σ2. Τη χρονική στιγμή t1 στην οποία 
τα δύο σώματα συναντιούνται για πρώτη φορά μετά τη χρονική στιγμή t = 0 ισχύει:

s1 + s2 = 2πR  ή  υ1t1 + υ2t1 = 2πR  ή  υ2 = 0,1 m/s.

Έστω ω2 το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος Σ2. Είναι: υ2 = ω2R  ή  ω2 = 0,2π rad/s.

γ. Έστω ακ(2) το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος Σ2. Είναι: α
υ

κ ( )2

2

2

=
R

  

ή  ακ(2) = 0,02π m/s2.
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δ. Έστω s2 το μήκος του τόξου που διανύει το σώμα Σ2 από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη 

χρονική στιγμή t1. Είναι: s2 = υ2t1  ή  s2 = 0,2 m.

106. α. Έστω s1 και s2 τα μήκη των τόξων που διαγράφουν τα σώματα Σ1 και Σ2 αντίστοιχα 
από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι: s s R1 2 4− = π   ή  υ υ π1 1 2 1 4t t R− =   

ή  t1 = 16 s.

β. Είναι: s1 = υ1t1  ή  s1 = 80 m  και  s2 = υ2t1  ή  s2 = 48 m.

γ. Έστω ′s1  και ′s2  τα μήκη των τόξων που διανύουν τα σώματα Σ1 και Σ2 αντίστοιχα από τη 
χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t2. Είναι: ′ + ′ =s s R1 2 4π   ή  υ1t2 + υ2t2 = 4πR  

ή  t2 = 4 s.

δ. Έστω ω1 το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος Σ1. Είναι: υ1 = ω1R  ή  ω π
1

5

8
= rad s/ . 

Η επίκεντρη γωνία Δθ1 που διαγράφει η επιβατική ακτίνα του σώματος Σ1 από τη χρονική στιγ-

μή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t2 είναι: Δθ1 = ω1t2  ή  ∆θ π
1
5
2

= rad . 

Έστω ω2 το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος Σ2. Είναι: υ2 = ω2R  ή  ω π
2

3

8
= rad s/ . 

Η επίκεντρη γωνία Δθ2 που διαγράφει η επιβατική ακτίνα του σώματος Σ2 από τη χρονική στιγ-

μή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t2 είναι: Δθ2 = ω2t2  ή  ∆θ
π

2
3
2

= rad. 

107. α. Είναι: υ π
1

1

2
=

R

T
  ή  υ1 = 2πRf1  ή  υ1 = 12π m/s.

υ
π

2

2

2
=

R

T
 ή  υ2 = 2πRf2  ή  υ2 = 8π m/s.

β. Έστω ακ(1) το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος Σ1. Είναι: α
υ

κ ( )1

1

2

=
R

 (1).

Έστω ακ(2) το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος Σ2. Είναι: α
υ

κ ( )2

2

2

=
R

 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
α

α
υ
υ

κ

κ

( )

( )

1

2

1

2

2

=






  ή  
α

α
κ

κ

( )

( )

,1

2

2 25= . 
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γ. Έστω s1 και s2 τα μήκη των τόξων που διαγράφουν τα σώματα Σ1 και Σ2 αντίστοιχα από τη 
χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι: s1 = υ1t1 (1) και s2 = υ2t1 (2).

Τη χρονική στιγμή t1 ισχύει: s1 + s2 = πR ή λόγω των σχέσεων (1) και (2): 

υ1t1 + υ2t1 = πR  ή  t1 = 0,1 s.

δ. Με αντικατάσταση των τιμών των μεγεθών στις σχέσεις (1) και (2) προκύπτουν:

s1 = 1,2π m και s2 = 0,8π m.

108. α. Έστω Τ1 η περίοδος της κυκλικής κίνησης του σώματος Σ1. Είναι: υ
π

1

1

1

2
=

R

T
  

ή  Τ1 = 2 s.

Έστω Τ2 η περίοδος της κυκλικής κίνησης του σώματος Σ2. Είναι: υ
π

2

2

2

2
=

R

T
  ή  Τ2 = 6 s.

β. Έστω Ν1 και Ν2 το πλήθος των περιφορών που εκτελούν τα σώματα Σ1 και Σ2 αντίστοιχα από 
τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι: t1 = N1T1 (1) και t1 = N2T2 (2).

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: Ν1Τ1 = Ν2Τ2  ή  
Ν
Ν

Τ
Τ

1

2

2

1

=   ή  
Ν
Ν

1

2

3= . 

Επομένως, τη χρονική στιγμή t1 στην οποία τα δύο σώματα συναντιούνται για πρώτη φορά μετά 

τη χρονική στιγμή t = 0 ισχύει: Ν1 = 3 περιφορές και Ν2 = 1 περιφορά.

γ. Με αντικατάσταση των τιμών των μεγεθών στη σχέση (1) έχουμε: t1 = 6 s.

δ. Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος Σ1 δίνεται από τη σχέση: 

α
υ

κ ( )1

1

2

1

=
R

 (3).

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος Σ2 δίνεται από τη σχέση: α
υ

κ ( )2

2

2

2

=
R

 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (4) έχουμε: 
α

α
υ
υ

κ

κ

( )

( )

1

2

1

2

2

2

1

=






R

R
  ή  

α

α
κ

κ

( )

( )

1

2

12= .

109. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 9.

α. Τω = 12 h, Tλ = 1 h. β. t h1
12
11

= .  γ. t h2
3
11

= .  δ. t h3
1
11

= . 
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110. α. Η περίοδος της στροφικής κίνησης του ωροδείκτη είναι: T1 = 12 h, ενώ η περίοδος της 
στροφικής κίνησης του λεπτοδείκτη είναι: T2 = 1 h.

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του ελεύθερου άκρου του ωροδείκτη δίνεται από τη σχέση:

υ
π

1

1

1

2
=



T
 (1).

Το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του ελεύθερου άκρου του λεπτοδείκτη δίνεται από τη σχέ-

ση: υ
π

2

2

2

2
=



T
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) έχουμε: 
υ
υ

2

1

2 1

1 2

=




T

T
  ή  



2

1

18= . 

β. Το μέτρο ακ(1) της κεντρομόλου επιτάχυνσης του ελεύθερου άκρου του ωροδείκτη δίνεται από 

τη σχέση: α
υ

κ ( )1

1

2

1

=


 (3).

Το μέτρο ακ(2) της κεντρομόλου επιτάχυνσης του ελεύθερου άκρου του λεπτοδείκτη δίνεται από 

τη σχέση: α
υ

κ ( )2

2

2

2

=


 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (4) και (3) έχουμε: 
α

α
υ
υ

κ

κ

( )

( )

2

1

2

2

1

1

2

2

=




  ή  
α

α
κ

κ

( )

( )

2

1

216= . 

γ. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 9, ερωτ. β: t h=
12
11

. 

δ. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 9, ερωτ. γ: t h=
2
11

. 

111. α. Είναι: ω θ
=
∆
t1

  ή  t1 =
∆θ
ω

  ή  t1 = 0,01π s.

β. Επειδή το βλήμα κινείται με σταθερή ταχύτητα ισχύει: υ =
d

t1

  ή  υ
π

=
200m s/ .

γ. Έστω υΑ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σημείου Α. Είναι: υΑ = ωr  ή  υΑ = 5 m/s.

δ. Έστω ακ(Α) το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σημείου Α. Είναι: α
υ

κ ( )Α
Α=
2

r
  

ή  ακ(Α) = 125 m/s2.
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112. α. Έστω f2 η συχνότητα περιστροφής του τροχού (2). Είναι: f
N

t
2

2=
∆

  ή  f2 = 30 Hz.

Έστω ω2 το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του τροχού (2). Είναι: ω2 = 2πf2  ή  ω2 = 60π rad/s.

β. Έστω ω1 το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του τροχού (1). Επειδή οι δύο τροχοί δεν ολι-
σθαίνουν ο ένας σε σχέση με τον άλλον, το μέτρο υ1 της γραμμικής ταχύτητας των σημείων τής 
περιφέρειας του τροχού (1) είναι ίσο με το μέτρο υ2 της γραμμικής ταχύτητας των σημείων τής 
περιφέρειας του τροχού (2). Δηλαδή είναι: 

υ1 = υ2  ή  ω1R1 = ω2R2  ή  ω
ω

1

2 2

1

=
R

R
  ή  ω1 = 20π rad/s.

γ. Έστω f1 η συχνότητα περιστροφής του τροχού (1). Είναι: ω1 = 2πf1  ή  f1 = 10 Hz.

Το πλήθος Ν1 των περιστροφών που εκτελεί ο τροχός (1) στο χρονικό διάστημα Δt υπολογίζεται 

από τη σχέση: f
N

t
1

1=
∆

  ή  Ν1 = f1Δt  ή  N1 = 100 περιστροφές.

δ. Είναι: α
υ

κ ( )1

1

2

1

=
R

 (1) και α
υ

κ ( )1

2

2

2

=
R

 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:

α

α
υ
υ

κ

κ

( )

( )

1

2

1

2

2

2

1

=






R

R
  ή  

α

α
κ

κ

( )

( )

1

2

2

1

=
R

R
  ή  

α

α
κ

κ

( )

( )

1

2

1
3

= .

113. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 10.

α. ω1 = 20π rad/s. β. υ1 = 40π m/s. γ. υ2 = 40π m/s, ω2 = 40π rad/s. 

δ. 
α

α
κ

κ

( )

( )

A

B

=
1
2

. ε. Ν2 = 40 περιστροφές.

114. α. Έστω υΑ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σημείου Α. Είναι:

�
�

�( )�
��
2

1R
  ή  � ��� �� ( )R1

  ή  υΑ = 4 m/s.

β. Έστω f1 η συχνότητα περιστροφής του δίσκου (1). Είναι: υ
π

Α =
2 1

1

R

T
  ή  υΑ = 2πR1f1  

ή  f Hz1
5

=


. 
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γ. Έστω υB το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σημείου B της περιφέρειας του δίσκου (2). 

Είναι: υΒ = υΑ  ή  
2 2

2

π
υ

R

T
= Α   ή  2πR2f2 = υΑ  ή  f Hz2

20
=


. 

δ. Έστω ακ(Β) το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σημείου Β. Είναι:

α
υ

κ ( )Β
Β=
2

2R
  ή  α

υ
κ ( )Β

Α=
2

2R
  ή  ακ(Β) = 160 m/s2.

ε. Έστω Δt το χρονικό διάστημα στο οποίο ο δίσκος (2) εκτελεί Ν2 περιστροφές. Είναι:

f
N

t
2

2=
∆

  ή  ∆t
N

f
= 2

2

  ή  Δt = 2π s.

Έστω Ν1 το πλήθος των περιστροφών που εκτελεί ο δίσκος (1) στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

f
N

t
1

1=
∆

  ή  Ν1 = f1Δt  ή  N1 = 10 περιστροφές.

115. α. Όλα τα σημεία της περιφέρειας των μπροστινών και των πίσω τροχών του τρακτέρ 
εκτελούν ομαλές κυκλικές κινήσεις με γραμμικές ταχύτητες ίδιου μέτρου, που είναι ίσες με το 
μέτρο υ της ταχύτητας του τρακτέρ. Έστω ω1 το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας των μπροστι-

νών τροχών του τρακτέρ. Είναι: υ = ω1R1  ή  ω1 = 20 rad/s.

β. Έστω ω2 το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας των πίσω τροχών του τρακτέρ. Είναι:

υ = ω2R2  ή  ω2 = 10 rad/s.

γ. Έστω Δt το χρονικό διάστημα στο οποίο το τρακτέρ διανύει διάστημα s = 20.000π m. Είναι:

υ =
s

t∆
  ή  Δt = 2.000π s.

Έστω f1 η συχνότητα περιστροφής των μπροστινών τροχών του τρακτέρ. Είναι:

ω1 = 2πf1  ή  f z1

10
=

π
Η . 

Έστω Ν1 το πλήθος των περιστροφών που εκτελούν οι μπροστινοί τροχοί του τρακτέρ στο 
χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

f
N

t
1

1=
∆

  ή  Ν1 = f1Δt  ή  N1 = 20.000 περιστροφές.

δ. Έστω f2 η συχνότητα περιστροφής των πίσω τροχών του τρακτέρ. Είναι:

ω2 = 2πf2  ή  f z2

5
=

π
Η . 
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Έστω Ν2 το πλήθος των περιστροφών που εκτελούν οι πίσω τροχοί του τρακτέρ σε χρονικό 
διάστημα Δt. Είναι:

f
N

t
2

2=
∆

  ή  Ν2 = f2Δt  ή  N2 = 10.000 περιστροφές.

116. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 11.

α. υ = 10 m/s. β. ω = 10π rad/s. γ. ακ = 100π m/s2. δ. Fκ = 50π N.

117. α. Έστω T η περίοδος της κυκλικής κίνησης του σώματος. Είναι: ω π
=

2
Τ

  ή  T = 0,2π s.

β. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος. Είναι: υ = ωR  ή  υ = 2 m/s.

γ. Έστω f η συχνότητα της κυκλικής κίνησης του σώματος. Είναι: f =
1

Τ
  ή  f z=

5

π
Η . 

Έστω Ν το πλήθος των περιφορών που εκτελεί το σώμα στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

Ν = fΔt  ή  Ν = 20 περιφορές.

δ. Έστω Fκ το μέτρο της κεντρομόλου δύναμης που ασκείται στο σώμα. Είναι:

F
m

R
κ

υ
=

2

  ή  Fκ = 40 Ν.

118. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 12.

α. υ = 4 m/s. β. T = 0,2π s. γ. Δt = 10π s. δ. N = 50 περιφορές.

119. α. Έστω ακ το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος. Είναι: Fκ = mακ  

ή  ακ = 100 m/s2.

β. Η ακτίνα της κυκλικής τροχιάς του σώματος υπολογίζεται από τη σχέση: α υ
κ =

2

R
  ή  R =

υ
ακ

2

  

ή  R = 4 m.

γ. Έστω f η συχνότητα της κυκλικής κίνησης του σώματος. Είναι: υ π
=

2 R

T
  ή  υ = 2πRf  

ή  f Hz=
2 5,


.
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δ. Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος. Είναι: ω = 2πf  ή  ω = 5 rad/s.

Η επίκεντρη γωνία Δθ που διαγράφει το σώμα στο χρονικό διάστημα Δt υπολογίζεται από τη 

σχέση: ω θ
=
∆
∆t

  ή  Δθ = ωΔt  ή  Δθ = 20π rad.

120. α. Έστω Τ η περίοδος της κυκλικής κίνησης του σώματος Σ. Είναι: υ π
=

2 

T
  ή  T = 0,1π s.

β. Στο διπλανό σχήμα έχει σχεδιαστεί το διάνυσμα της 
κεντρομόλου δύναμης 



Fκ  που ασκείται στο σώμα Σ στη 
θέση Α.

Το μέτρο της κεντρομόλου δύναμης που ασκείται στο 
σώμα Σ υπολογίζεται από τη σχέση: 

F
m

κ
υ

=
2



  ή  Fκ = 200 Ν.

γ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ στο σημείο Α 
είναι το βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



Ν  από το δάπεδο 
και η τάση του νήματος 



Τ,  η οποία έχει κάθε χρονική στιγμή τη διεύθυνση της επιβατικής 
ακτίνας του σώματος και φορά προς το κέντρο Ο της κυκλικής τροχιάς του. Επομένως, η τάση 
του νήματος 



Τ  δρα ως κεντρομόλος δύναμη.

δ. Επειδή η τάση του νήματος 


Τ  δρα ως κεντρομόλος δύναμη ισχύει: Τ = Fκ  ή  T = 200 N.

121. α. Η δύναμη 


Τ  που ασκείται στο σώμα από το νήμα δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Συνε-

πώς, ισχύει: Fκ = T  ή  Fκ = 100 Ν.

β. Στο διπλανό σχήμα έχει σχεδιαστεί το διάνυσμα της γραμ-
μικής ταχύτητας υ  του σώματος στη θέση Α.

Είναι: F
m

κ
υ

=
2



  ή  υ κ=
F

m



  ή  υ = 5 m/s.

γ. Έστω f η συχνότητα της κυκλικής κίνησης του σώματος. 

Είναι: υ π
=

2 

T
  ή  υ π= 2 f   ή  f Hz=

5


.

FκO Σ

A

κάτοψη

υ

O
A

κάτοψη

T

υ
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δ. Έστω Δt το ζητούμενο χρονικό διάστημα. Είναι:  f
N

t
=
∆

  ή  Δt = 20π s.

122. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 13.

α. υ = 5 m/s. 

β. Στο διπλανό σχήμα έχει σχεδιαστεί η δύναμη που ασκείται 
στο σώμα Σ από το νήμα στη θέση Α. Είναι:

Τ = 50 Ν.

γ. ακ = 125 m/s2.

δ. f Hzmax
,

=
12 5 2


.

123. α. Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος Σ. Είναι:

ω = 2πf  ή  ω = 3 rad/s.

β. Στο διπλανό σχήμα έχει σχεδιαστεί το διάνυσμα της γραμ-
μικής ταχύτητας υ  του σώματος Σ στο σημείο Α.

Η τάση του νήματος 


Τ  που ασκείται στο σώμα δρα ως κε-
ντρομόλος δύναμη. Επομένως, ισχύει:

Fκ = T  ή  mυ2



= Τ   ή  υ =
Τ
m

  ή  υ = 6 m/s.

γ. Στο διπλανό σχήμα έχει σχεδιαστεί το διάνυσμα της κε-
ντρομόλου επιτάχυνσης ακ  του σώματος Σ στο σημείο Α. 

Είναι: α υ
κ =

2



  ή  ακ = 60 m/s2.

δ. Για να μην κοπεί το νήμα κατά τη διάρκεια της ομαλής κυκλικής κίνησης του σώματος Σ 

πρέπει να ισχύει: Τ Τ≤ θρ   ή  mυ
θρ

2



≤ Τ   ή  
m ω

θρ





( )
≤

2

Τ  

ή  mω θρ
2
 ≤ Τ   ή  ω θρ≤

Τ
m

  ή  ω ≤ 20 rad s/   ή  ωmax = 20 rad/s.

O

Σ

A

κάτοψη

T



O

Σ

A

κάτοψη

ακ

υ
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124. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 16.

α. T1 = 59 N. β. υ1 = 8 m/s, ακ =
320
9

2m s/ . 

γ. T2 = 32 N. δ. 2 28= m s/ . ε. T3 = 5 N.

125. α. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ 
τη χρονική στιγμή t = 0 στην οποία εκτοξεύεται 
από τη θέση Α είναι το βάρος του w  και η τάση 


Τ1  του νήματος, όπως απεικονίζεται στο διπλανό 
σχήμα.

Είναι: ΣFακτ = Fκ  ή  Τ1

0

2

=
mυ


  ή  T1 = 9 N.

β. Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για την κίνηση του σώματος Σ μεταξύ των θέσεων Α και Γ που 
φαίνονται στο σχήμα, θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέργειας το 
οριζόντιο επίπεδο που διέρχεται από το σημείο Γ, έχουμε:

Εμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  ή  ΚΑ + UA = ΚΓ + UΓ  ή  1

2

1

2
00

2

1

2m mg mυ υ+ = +   

ή  υ υ1 0

2 2= + g   ή  υ1 = 5 m/s.

γ. Έστω Fκ το μέτρο της κεντρομόλου δύναμης που ασκείται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t1. 

Είναι: F
m

κ
υ

= 1

2



  ή  Fκ = 25 Ν.

δ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t1 είναι το βάρος του w  και η 
δύναμη 



Τ2  από το νήμα. Η συνισταμένη των δυνάμεων αυτών δρα ως κεντρομόλος δύναμη. 

Συνεπώς, ισχύει: ΣF = Fκ  ή  Τ2 − =w Fκ   ή  T2 = mg + Fκ  ή  Τ2 = 33 Ν.

126. α. Έστω Fκ το μέτρο της κεντρομόλου δύναμης που ασκείται στο σώμα Σ τη χρονική 

στιγμή t = 0. Είναι: F
m

κ
υ

= 0

2



  ή  Fκ = 4 N.

O

Σ

Σ

Γ

A
t = 0

t1 βαρU 0=

T1

T2

w

w

υ1

υ0
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β. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη χρο-
νική στιγμή t = 0 (θέση Α) είναι το βάρος του w  
και η τάση του νήματος 



Τ0 .  

Η συνισταμένη των δυνάμεων που ασκούνται στο 
σώμα Σ τη χρονική στιγμή t = 0 δρα ως κεντρομό-
λος δύναμη. Συνεπώς, ισχύει: ΣF = Fκ  

ή  Τ0 + w = Fκ  ή  Τ0 = −F mgκ   ή  Τ0 = 1 Ν.

γ. Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για την κίνηση του 
σώματος Σ μεταξύ των θέσεων Α και Γ που φαίνο-
νται στο σχήμα, θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέργειας το οριζόντιο 
επίπεδο που διέρχεται από το σημείο Δ, έχουμε: Εμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  ή  ΚΑ + UA = ΚΓ + UΓ  

ή  1

2
2

1

2
0

2

1

2m mg m mgυ υ+ = +    ή  υ υ1 0

2 2= + g   ή  1 10= m s/ .

Έστω Fκ το μέτρο της κεντρομόλου δύναμης που ασκείται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t1 

(θέση Γ). Είναι: F
m

κ
υ

= 1

2



  ή  Fκ = 10 Ν.

δ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t1 (θέση Γ) είναι το βάρος του w  
και η τάση 



Τ1  από το νήμα, όπως φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα. Η συνισταμένη των δυνά-
μεων που ασκούνται στο σώμα Σ στη θέση Γ στη διεύθυνση της ακτίνας δρα ως κεντρομόλος 

δύναμη. Συνεπώς, ισχύει: ΣFακτ = Fκ  ή  Τ1 = Fκ  ή  Τ1 = 10 Ν.

ε. Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για την κίνηση του σώματος Σ μεταξύ των θέσεων Γ και Δ, θεω­
ρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που διέρχε-

ται από το σημείο Δ, έχουμε: Εμηχ(Γ) = Εμηχ(Δ)  ή  ΚΓ + UΓ = ΚΔ + UΔ  ή  1

2

1

2
01

2

2

2m mg mυ υ+ = +  

ή  υ υ2 1

2 2= + g   ή  υ2 = 4 m/s.

Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t2 (θέση Δ) είναι το βάρος του w  
και η τάση του νήματος 



Τ2 .  Η συνισταμένη των δυνάμεων αυτών δρα ως κεντρομόλος δύναμη. 

Συνεπώς, ισχύει: ΣF = Fκ  ή  Τ2

2

2

− =w
mυ


  ή  Τ2

2

2

= +
m

mg
υ


  ή  Τ2 = 19 Ν.

O

Σ

Σ

Σ

A

Γ

Δ



t = 0

t
1

t
2

βαρ
U 0=

T
0

T
1

T
2

w

w

w

υ
1

υ
0

υ
2
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127. α. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη 
χρονική στιγμή t = 0 είναι το βάρος του w  και η 
δύναμη 



Τ  από το νήμα.

Η συνισταμένη των δυνάμεων αυτών δρα ως κε-
ντρομόλος δύναμη. Είναι:

ΣFακτ = Fκ  ή  Τ − =w
mυ0

2



  ή  Τ − =mg
mυ0

2



  

ή  υ0 =
−( )Τ mg

m



  ή  υ0 = 10 m/s.

β. Εφαρμόζοντας την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για την κίνηση του σώματος 
Σ μεταξύ των θέσεων Α και Γ, θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέργειας 
το οριζόντιο επίπεδο που διέρχεται από το σημείο Α, έχουμε: Εμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  

ή  ΚΑ + UA = ΚΓ + UΓ  ή  1

2
0

1

2
0

2

1

2m m mgυ υ+ = +    ή υ υ1 0

2 2= − g   ή  1 60= m s/ .

γ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t1 στην οποία διέρχεται από τη 
θέση Γ είναι το βάρος του w  και η τάση του νήματος 



Τ1.  Η τάση του νήματος 


Τ1  δρα ως 

κεντρομόλο δύναμη στη θέση αυτή. Συνεπώς, ισχύει: ΣFακτ = Fκ  ή  Τ1

1

2

=
mυ


  ή  Τ1 = 30 Ν.

δ. Εφαρμόζοντας την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για την κίνηση του σώματος 
Σ μεταξύ των θέσεων Α και Δ έχουμε: Εμηχ(Α) = Εμηχ(Δ)  ή  ΚΑ + UA = ΚΔ + UΔ  

ή  1

2
0

1

2
20

2

2

2m m mgυ υ+ = +    ή  υ υ2 0

2 4= − g   ή  2 20= m s/ .

ε. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t2 στην οποία διέρχεται από το 
ανώτερο σημείο Δ της τροχιάς του είναι το βάρος του w  και η τάση του νήματος 



Τ2 .  Η συνι-
σταμένη των δυνάμεων αυτών δρα ως κεντρομόλος δύναμη στη θέση Δ. Συνεπώς, ισχύει:

ΣFακτ = Fκ  ή  Τ2

2

2

+ =w
mυ


  ή  Τ2

2

2

= −
m

mg
υ


  ή  Τ2 = 0.

128. α. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t1 στην οποία διέρχεται από 
το ανώτερο σημείο Δ της κυκλικής τροχιάς του είναι το βάρος του w  και η τάση του νήματος 


Τ.  

O

Σ

Σ

Σ

A

Γ

Δ



t = 0

t
1

t
2

βαρ
U 0= T

T
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T
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w
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υ
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υ
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Η συνισταμένη των δυνάμεων αυτών δρα ως κε-
ντρομόλος δύναμη. Συνεπώς, ισχύει:

ΣF = Fκ  ή  Τ + =w
mυ1

2



  ή  Τ + =mg
mυ1

2



 (1).

Επειδή το σώμα Σ μόλις που εκτελεί ανακύκλωση, 
ισχύει: Τ = 0.

Από τη σχέση (1) για T = 0 προκύπτει:

mg
m

=
υ1

2



  ή  υ1 = g   ή  1 5= m s/ .

β. Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για την κίνηση του σώματος Σ μεταξύ των θέσεων Α και Δ, θεω-
ρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που διέρχε-

ται από το σημείο Α έχουμε: Εμηχ(Α) = Εμηχ(Δ)  ή  ΚΑ + UA = ΚΔ + UΔ  ή  1

2
0

1

2
20

2

1

2m m mgυ υ+ = +    

ή  υ υ0 1

2 4= + g   ή  υ0 = 5 m/s.

γ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t = 0 είναι το βάρος του w  και η 
τάση του νήματος 



Τ0 .  Η συνισταμένη Σ


F0  των δυνάμεων αυτών δρα ως κεντρομόλος δύναμη. 

Επομένως, ισχύει: ΣF0 = Fκ  ή  ΣF
m

0

0

2

=
υ


  ή  ΣF0 = 50 N.

δ. Είναι: Σ ΤF w0 0= −   ή  T0 = ΣF0 + mg  ή  T0 = 60 N.

129. α. Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για την κίνηση του σώματος Σ μεταξύ των θέσεων Α και 
Γ, θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που 
διέρχεται από το σημείο Γ, έχουμε: Εμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  ή  ΚΑ + UA = ΚΓ + UΓ  

ή  1

2

1

2
00

2

1

2m mgR mυ υ+ = +   ή  υ υ1 0

2 2= + gR   ή  υ1 = 10 m/s.

β. Έστω ακ το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος Σ τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

α
υ

κ = 1

2

R
  ή  ακ =

500
9

2m s/ . 

O

Σ

Δ

A

Σ



t = 0

t1

βαρU 0= T0

T

w

w

υ1

υ0
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γ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη 
χρονική στιγμή t1 είναι το βάρος του w  και η 
ακτινική δύναμη 



Ν  από το ημικύκλιο.

Η συνισταμένη των δυνάμεων αυτών δρα ως 
κεντρομόλος δύναμη. Συνεπώς, ισχύει:

ΣF = Fκ  ή  ΣF = mακ  ή  ΣF = 50 N.

δ. Είναι: Σ ΝF w= −   ή  Ν = ΣF + mg  ή  N = 59 N.

130. α. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος Σ. Είναι:

υ ω=    ή  υ = 2 m/s.

β. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ στη θέση Α είναι 
το βάρος του w  και η δύναμη 



FΑ  από τη ράβδο. Είναι:

ΣFακτ = Fκ  ή  F w
m

Α − =
υ2



  ή  F
m

mgΑ = +
υ2



  ή  FA = 7 N.

γ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ στη θέση Γ είναι 
το βάρος του w  και η δύναμη 



FΓ  από τη ράβδο. Είναι:

ΣFακτ = Fκ  ή  F
m

Γ =
υ2



  ή  FΓ = 2 N.

δ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ στη θέση Δ εί-

ναι το βάρος του w  και η δύναμη 


F∅  από τη ράβδο. Είναι: ΣFακτ = Fκ  ή  w F
m

− =∆
υ2



  ή  

F mg
m

∆ = −
υ2



  ή  FΔ = 3 N.

K

Σ

Δ

Γ

RΑ

R

t = 0

t
1

Σ

βαρ
U 0=

Ν

w

υ
1

υ
0

Σ

Σ
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A Γ
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131. α. Το χρονικό διάστημα που απαιτείται, ώστε η σφαίρα να ολοκληρώσει μία πλήρη περι-
στροφή είναι ίσο με την περίοδο T της κυκλικής κίνησης της σφαίρας. Είναι:

υ
π

0

2
=

R

T
  ή  T = 0,2π s.

Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας της σφαίρας. Είναι: � �� R   ή  ω = 10 rad/s.

Το διάνυσμα της γωνιακής ταχύτητας της σφαίρας έχει σημείο εφαρμογής το κέντρο της κυκλι-
κής τροχιάς και είναι κάθετο στο επίπεδό της ενώ η φορά του καθορίζεται με τον κανόνα τού 
δεξιού χεριού.

β. Έστω ακ το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης της σφαίρας. Είναι: � �
� �

2

R
  

ή  ακ = 150 m/s2.

Το διάνυσμα της κεντρομόλου επιτάχυνσης της σφαίρας έχει κάθε χρονική στιγμή τη διεύθυν-
ση του σύρματος της σφύρας και φορά προς το κέντρο της κυκλικής τροχιάς που διαγράφει η 
σφαίρα.

Έστω Fκ το μέτρο της κεντρομόλου δύναμης που ασκείται στη σφαίρα. Είναι:

Fκ = mακ  ή  Fκ = 600 Ν.

Η κεντρομόλος δύναμη που ασκείται στη σφαίρα έχει κάθε χρονική στιγμή τη διεύθυνση του 
σύρματος της σφύρας και φορά προς το κέντρο της κυκλικής τροχιάς που διαγράφει η σφαίρα.

Επειδή η σφαίρα περιστρέφεται σε οριζόντιο επίπεδο, η δύναμη 


T  που ασκείται στη σφαίρα 
από το σύρμα δρα ως κεντρομόλος δύναμη.

γ. Η σφαίρα εκτελεί οριζόντια βολή από ύψος h = 1,8 m πάνω από το έδαφος. Έστω Δt το χρο-
νικό διάστημα κίνησης της σφαίρας από τη χρονική στιγμή στην οποία αφέθηκε ελεύθερη έως 

τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στο έδαφος. Είναι: h g t= ( )1

2

2∆   ή  Δt = 0,6 s.

Η σφαίρα εκτελεί οριζόντια βολή με αρχική ταχύτητα μέτρου υ0 = 15 m/s. Έστω s η οριζόντια 
απόσταση που διανύει η σφαίρα στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι: s = υ0Δt  ή  s = 9 m.
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δ. Έστω υ  η ταχύτητα με την οποία η σφαίρα 
φτάνει στο έδαφος.

Αναλύουμε την ταχύτητα υ  σε δύο κάθετες 
μεταξύ τους συνιστώσες: μια οριζόντια συνι-
στώσα υx  και μια κατακόρυφη συνιστώσα υy ,  
όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 

Είναι: υx = υ0  ή  υx = 15 m/s  και

υy = gΔt  ή  υy = 6 m/s.

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα υ  με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι: 

εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εφφ = 0,4.

132. α. Έστω υ0 το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος. Είναι: υ π
0

2
=

r

T
  

ή  υ0 = 20 m/s.

β. Το σώμα εκτελεί οριζόντια βολή με αρχική 
ταχύτητα μέτρου υ0 = 20 m/s.

Θεωρούμε ότι το σχοινί κόβεται τη χρονική 
στιγμή t = 0. Έστω υ1  η ταχύτητα του σώμα-
τος τη χρονική στιγμή t = 2 s. Αναλύουμε την 
ταχύτητα του σώματος σε δύο κάθετες μεταξύ 
τους συνιστώσες υ1x  και υ1y  όπως φαίνεται στο 

σχήμα. Είναι: υ1x = υ0  ή  υ1x = 20 m/s.

υ1y = gt  ή  υ1y = 20 m/s.

Το μέτρο της ταχύτητας υ1  υπολογίζεται από τη σχέση: υ υ υ1 1

2

1

2= +x y   ή  1 20 2= m s/ .

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα υ1  με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
= 1

1

y

x

  ή  εφφ = 1  ή   � �45 .

γ. Έστω d η απόσταση μεταξύ του σημείου Γ στο οποίο βρίσκεται το σώμα τη χρονική στιγμή 
t = 2 s και του σημείου Ο στο οποίο βρίσκεται το σώμα τη χρονική στιγμή t = 0 στην οποία 

xx ́ O

φs

h

υ0

υx

υy υ

y 

yʹ

t = 0

t = 2 s

xx ́

O

Γ

t1

s ω

φ

d

h

y

x

υ0

υx

υ1x

υ1y υ1

υy υ

y 

yʹ
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αρχίζει να εκτελεί την οριζόντια βολή. Το μέτρο x της οριζόντιας μετατόπισης του σώματος από 
τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t = 2 s υπολογίζεται από τη σχέση:

x = υ0t  ή  x = 40 m.

Το μέτρο y της κατακόρυφης μετατόπισης του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη 

χρονική στιγμή t = 2 s υπολογίζεται από τη σχέση: y gt=
1

2

2   ή  y = 20 m.

Είναι: d x y= +2 2   ή  d m= 10 20 .

δ. Έστω υ  η ταχύτητα με την οποία φτάνει το σώμα στο έδαφος. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  
σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy , όπως φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα. 

Είναι: εϕω
υ

υ
= y

x

  ή  2
0

=
υ

υ
y   ή  υy = 2υ0  ή  υy = 40 m/s.

Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία το σώμα φτάνει στο έδαφος. Είναι: υy = gt1  ή  t1 = 4 s.

Έστω h η κατακόρυφη απόσταση του σημείου πτώσης του σώματος στο έδαφος από το σημείο 

Ο. Είναι: h gt=
1

2
1

2   ή  h = 80 m (1).

Έστω s η οριζόντια απόσταση του σημείου πτώσης του σώματος στο έδαφος από το σημείο Ο. 

Είναι: s = υ0t1  ή  s = 80 m (2).

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει:  h = s. 

133. α. Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης ακ  του αεροπλάνου είναι: 

ακ = 0,1g  ή  ακ = 1 m/s2.

Έστω R η ακτίνα της κυκλικής τροχιάς του αεροπλάνου. Είναι: α υ
κ =

2

R
  ή  R = 10.000 m.

β. Στο διπλανό σχήμα έχουν σχεδιαστεί 
τα διανύσματα της γραμμικής ταχύτητας 


υ  και  ′υ  του αεροπλάνου στα σημεία Α 
και Β αντίστοιχα της κυκλικής τροχιάς 
του.

Επειδή το αεροπλάνο εκτελεί ομαλή κυ-
κλική κίνηση, ισχύει: 

′ =υ υ   ή  ′ =υ 100 m s/ .

Α

Β

υ

υʹ
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Έστω ∆υ  η μεταβολή της ταχύτητας του αεροπλάνου κατά τη διάρκεια της κίνησης του από 

το σημείο Α στο σημείο Β. Είναι: ∆υ υ υ
  = −′  ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ :

∆υ υ υ= − −′   ή  ∆υ υ= −2   ή  ∆υ = −200 m s/   ή  |Δυ| = 200 m/s.

γ. Το πακέτο εκτελεί οριζόντια βολή με αρχική 
ταχύτητα μέτρου υ υ0 100= =′ m s/  από ύψος 
h = 1.280 m πάνω από το έδαφος.

Έστω Δt το χρονικό διάστημα της κίνησης του 
πακέτου από τη χρονική στιγμή στην οποία 
αφήνεται ελεύθερο μέχρι τη χρονική στιγμή 
στην οποία φτάνει στο έδαφος. Είναι:

h g t= ( )1

2

2∆   ή  Δt = 16 s.

Έστω s η οριζόντια απόσταση ανάμεσα στο σημείο Γ στο οποίο το πακέτο πέφτει στο έδαφος 
και το σημείο Β. Είναι: s = υ0Δt  ή  s = 1.600 m.

δ. Έστω υ1  η ταχύτητα με την οποία το πακέτο φτάνει στο έδαφος. Αναλύουμε την ταχύτητα 


υ1  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υ1x  και υ1y  όπως απεικονίζεται στο παραπάνω 
σχήμα. Είναι:

υ1x = υ0  ή  υ1x = 100 m/s.

υ1y = gΔt  ή  υ1y = 160 m/s.

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα υ1  με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

���
�

�
� 1

1

y

x

  ή  εφφ = 1,6.

134. α. Έστω υ0 το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σημειακού αντικειμένου. Είναι: 

υ
π

0

2
=



Τ
  ή  υ π0 2= f   ή  υ0 = 10 m/s.

Η τάση 


Τ  του νήματος που ασκείται στο σημειακό αντικείμενο δρα ως κεντρομόλος δύναμη. 
Συνεπώς, ισχύει:

T = Fκ  ή  Τ =
mυ2



  ή  T = 200 N.

β. Η χρονική στιγμή t1 υπολογίζεται από τη σχέση: h gt=
1

2
1

2   ή  t1 = 0,4 s.

xx ́ Β

Γ

φs

h

υ0

υ1x

υ1y υ1

y 

yʹ
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γ. Έστω s η οριζόντια απόσταση που διανύει το σημειακό αντικείμενο από τη χρονική στιγμή 
t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι: s = υ0t1  ή  s = 4 m.

δ. Αναλύουμε την ταχύτητα υ1  με την οποία το 
σημειακό αντικείμενο φτάνει στο έδαφος σε δύο 
κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υ1x  και υ1y ,  
όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα.

Είναι: υ1x = υ0  ή  υ1x = 10 m/s  και

υ1y = gt1  ή  υ1y = 4 m/s.

Το μέτρο της ταχύτητας υ1  υπολογίζεται από τη 

σχέση: υ υ υ1 1

2

1

2= +x y   ή  1 116= m s/ .

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα υ1  με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
= 1

1

y

x

  ή  εφφ = 0,4.

135. α. Η σφαίρα εκτελεί οριζόντια βολή από ύψος h πάνω από το έδαφος. 

Ο

ΓΓ

Ο



Η

Πριν Μετά

hʹ
h

y

φs

υ0υ0

υx

υy υ

Το χρονικό διάστημα κίνησης της σφαίρας από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την κοπή του 
νήματος έως τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στο έδαφος είναι Δt = 0,3 s. Επομένως, 

 ισχύει: h g t= ( )1

2

2∆   ή  h = 0,45 m.

xx ́ O

φs

h

t1

υ0

υ1x

υ1y υ1

y 

yʹ
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Από το προηγούμενο σχήμα προκύπτει:  = −Η h   ή   = 0 8, m.

β. Τη χρονική στιγμή ακριβώς πριν την κοπή του νήματος το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυν-
σης της σφαίρας είναι ακ = 20 m/s2. Έστω υ0 το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας της σφαίρας τη 

χρονική στιγμή ακριβώς πριν από την κοπή του νήματος. Είναι: α
υ

κ = 0

2



  ή  υ ακ0 = 

ή  υ0 = 4 m/s

Έστω s η οριζόντια απόσταση που διανύει η σφαίρα από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την 
κοπή του νήματος έως τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στο έδαφος. 

Είναι: s = υ0Δt  ή  s = 1,2 m.

γ. Έστω y η κατακόρυφη μετατόπιση της σφαίρας στο χρονικό διάστημα ∆ ′ =t s0 2, .  Είναι:

y g t= ′( )1

2

2∆   ή  y = 0,2 m.

Έστω ′h  το ύψος όπου βρίσκεται η σφαίρα πάνω από τα δάπεδο τη χρονική στιγμή στην οποία 
έχει μετατοπιστεί κατακόρυφα από την αρχική της θέση κατά y.

Είναι: ′ = −h h y   ή  ′ =h m0 25, .

Η βαρυτική δυναμική ενέργεια της σφαίρας την παραπάνω χρονική στιγμή υπολογίζεται από τη 
σχέση: U mgh= ′   ή  U = 0,5 J.

δ. Έστω υ  η ταχύτητα με την οποία η σφαίρα φτάνει στο έδαφος. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  
σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα. 

Είναι: υx = υ0  ή  υx = 4 m/s.

υy = gΔt  ή  υy = 3 m/s.

Το μέτρο της ταχύτητας υ  υπολογίζεται από τη σχέση: υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ = 5 m/s.

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα υ  με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εφφ = 0,75.

136. α. Για να υπολογίσουμε το μέτρο της ταχύτητας υ1  του σώματος Σ εφαρμόζουμε την 
Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για την κίνησή του από τη θέση Α μέχρι τη θέση Γ 
πριν από την κοπή του νήματος, θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέρ-
γειας το οριζόντιο επίπεδο που διέρχεται από το σημείο Γ.
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Ο

Λ

h2

h1

h

Κ

Γ

Ο

 

Ακριβώς πριν από 

την κοπή του νήματος

Αμέσως μετά 

την κοπή του νήματος

Γ

Σ

Σ

Σ

Σ
Α

t = 0t = 0

Τ

yt
1

t
2

hʹ

s

d

υ
1

υ
1

υ
0

υ
x

υ
y υ

w

Είναι: Εμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  ή  ΚΑ + UA = KΓ + UΓ  ή  1

2

1

2
00

2

1

2m mg mυ υ+ = +

ή  υ υ1 0

2 2= + g   ή  υ1 = 5 m/s.

Έστω Fκ το μέτρο της κεντρομόλου δύναμης που ασκείται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t = 0, 

ακριβώς πριν από την κοπή του νήματος. Είναι: F
m

κ
υ

= 1

2



  ή  Fκ = 50 Ν.

β. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t = 0, ακριβώς πριν από την κοπή 
του νήματος, είναι το βάρος του w  και η τάση 



Τ  από το νήμα. Η συνισταμένη των δυνάμεων 

αυτών δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Είναι: ΣF = Fκ  ή  Τ − =w Fκ   ή  T = mg + Fκ  ή  T = 59 N.

γ. Μετά την κοπή του νήματος το σώμα Σ εκτελεί οριζόντια βολή από ύψος h με αρχική ταχύ-
τητα υ1.  Από το σχήμα προκύπτει ότι: h h= −1    ή  h = 0,8 m.

Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία το σώμα Σ έχει διανύσει οριζόντια απόσταση ίση με d. 
Είναι: d = υ1t1  ή  t1 = 0,2 s.

Έστω y η κατακόρυφη απόσταση του σώματος Σ από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 

στιγμή t1. Είναι: y gt=
1

2
1

2   ή  y = 0,2 m.

Έστω ′h  το ύψος στο οποίο βρίσκεται το σώμα Σ πάνω από το οριζόντιο δάπεδο τη χρονική 
στιγμή t1. Είναι: ′ = −h h y   ή  ′ =h m0 6, . 

Επειδή είναι � �h h2, το σώμα Σ δεν συγκρούεται με τη ράβδο. 
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δ. Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία το σώμα Σ φτάνει στο έδαφος. Είναι:

h gt=
1

2
2

2   ή  t2 = 0,4 s.

Έστω s το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα Σ. Είναι:

s = υ1t2  ή  s = 2 m.

Έστω υ  η ταχύτητα με την οποία το σώμα Σ φτάνει στο έδαφος. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  
σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα. 

Είναι: υx = υ1  ή  υx = 5 m/s  και  υy = gt2  ή  υy = 4 m/s.

Το μέτρο της ταχύτητας υ  υπολογίζεται από τη σχέση: υ υ υ= +x y

2 2   ή   = 41 m s/ .

137. α. Για να υπολογίσουμε την ταχύτητα υ0  του σώματος Σ, εφαρμόζουμε την Αρχή Διατή-
ρησης της Μηχανικής Ενέργειας για την κίνησή του μεταξύ των θέσεων Α και Γ πριν από την 
κοπή του νήματος, θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέργειας το οριζό-
ντιο επίπεδο που διέρχεται από το σημείο Γ.

Τ

Ο

Γ

Ο

 

Ακριβώς πριν από 

την κοπή του νήματος

Αμέσως μετά 

την κοπή του νήματος

ΣΣ

Σ
Α

t = 0

t = 0

t = 0 yt
1

t
2

h
1

s

h

βαρ
U 0= υ

0υ
0

υ
x

υ
y υ

w

Συνεπώς, έχουμε: Εμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  ή  ΚΑ + UA = KΓ + UΓ  ή  0
1

2
00

2+ = +mg m υ

ή  υ0 2= g   ή  υ0 = 4 m/s.

Έστω ακ το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος τη χρονική στιγμή t = 0, ακριβώς 

πριν από την κοπή του νήματος. Είναι: α
υ

κ = 0

2



  ή  ακ = 20 m/s2.
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β. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t = 0, ακριβώς πριν από την κοπή 
του νήματος, είναι το βάρος του w  και η τάση 



Τ  από το νήμα. Η συνισταμένη των δυνάμεων 
αυτών δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Είναι:

ΣF = Fκ  ή  Τ − =w mακ   ή  T = mg + mακ  ή  T = 15 N.

γ. Έστω y η κατακόρυφη μετατόπιση του σώματος Σ από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονι-

κή στιγμή t1. Είναι: y gt=
1

2
1

2   ή  y = 0,45 m.

Έστω h1 το ύψος στο οποίο βρίσκεται το σώμα Σ πάνω από το έδαφος τη χρονική στιγμή t1. 
Είναι: h h y1 = −   ή  h1 = 0,8 m.

Η βαρυτική δυναμική ενέργεια του σώματος Σ τη χρονική στιγμή t1 υπολογίζεται από τη σχέση:

U = mgh1  ή  U = 4 J.

δ. Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία το σώμα Σ φτάνει στο έδαφος. Είναι:

h gt=
1

2
2

2   ή  t2 = 0,5 s.

Το βεληνεκές s της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα Σ υπολογίζεται από τη σχέση:

s = υ0t2  ή  s = 2 m.

ε. Έστω υ  η ταχύτητα με την οποία το σώμα Σ φτάνει στο έδαφος. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  
σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα. 

Είναι: υx = υ0  ή  υx = 4 m/s  και  υy = gt2  ή  υy = 5 m/s.

Το μέτρο της ταχύτητας υ  υπολογίζεται από τη σχέση: υ υ υ= +x y

2 2   ή   = 41 m s/ .

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα υ  με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εφφ = 1,25.

138. α. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t = 0 (θέση Α) είναι το βά-
ρος του w  και η τάση 



Τ0  από το νήμα, όπως φαίνεται στο επόμενο σχήμα.
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Η συνισταμένη των δυνάμεων αυτών δρα ως 
κεντρομόλος δύναμη. Συνεπώς, ισχύει:

ΣF = Fκ  ή  ΣF
m

=
υ0

2



  ή  ΣF = 50 N.

β. Είναι: � �F w� �0   ή  T = ΣF + mg  

ή  Τ0 = 68 Ν.

γ. Έστω h το ύψος στο οποίο βρίσκεται το σώμα πάνω από το οριζόντιο επίπεδο που διέρχεται 
από το σημείο Α τη χρονική στιγμή στην οποία διέρχεται από το σημείο Γ της κυκλικής τροχιάς 

του. Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΟΔΓ ∆
∧
= °



90  που φαίνεται στο παραπάνω σχήμα, προκύπτει:

συνϕ =
x


  ή  ���� � �


h   ή  h = −( ) 1 συνϕ   ή  h = 0,45 m.

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για την κίνηση του σώματος Σ μεταξύ των θέσεων Α και Γ που φαίνονται στο 
σχήμα, θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο 
που διέρχεται από το σημείο Α, έχουμε: Εμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  ή  ΚΑ + UA = KΓ + UΓ  

ή  1

2
0

1

2
0

2

1

2m m mghυ υ+ = +   ή  υ υ1 0

2 2= − gh   ή  υ1 = 4 m/s.

δ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t1 είναι το βάρος του w  και η 
τάση 



Τ  από το νήμα. Αναλύουμε το βάρος w  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες wx  
και wy ,  όπως φαίνεται στο σχήμα. Η συνισταμένη των δυνάμεων που ασκούνται στο σώμα Σ 
τη χρονική στιγμή t1 στην ακτινική διεύθυνση δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Συνεπώς, ισχύει:

ΣFακτ = Fκ  ή  Τ − =w
m

y

υ1

2



  ή  Τ = +mg
m

συνϕ
υ1

2



  ή  T = 41 N.

139. α. Οι δυνάμεις που ασκούνται στη σφαίρα Σ είναι το 
βάρος της w  και η τάση 



Τ  από το νήμα. Αναλύουμε την 
τάση 



Τ  του νήματος σε δύο συνιστώσες: μία οριζόντια 
συνιστώσα 



Τx  και μία κατακόρυφη συνιστώσα 


Τy ,  όπως 
απεικονίζεται στο σχήμα. 

Επειδή η σφαίρα Σ δεν κινείται στην κατακόρυφη διεύθυνση, 

ισχύει: Σ
 

Fy = 0   ή  Τy w− = 0   ή  Tσυνφ = mg  ή  T = 10 N.

Τ0

Τ
Γ

Ο

Δ



Σ
Α

t = 0

φ

t1

βαρU 0=h

x
υ1

υ0

w

wy

wx w

Σ

Ζ

 

υ

Σ
R R

Κ

Α

φφ

φ

Τ
x

Τ
y

Τ

w



Απαντήσεις – Λύσεις θεµάτων

80

β. Είναι: ΣFx = Fκ  ή  Τx

m
=

υ2



  ή  Τηµϕ υ
=

m 2



  ή  υ ηµϕ
=

Τ 

m
  ή  υ = 2 m/s.

γ. Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΖΚΑ Κ
∧
= °



90  που φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα προκύπτει:

ηµϕ =
R


  ή  R = ηµϕ   ή  R = 0,24 m.

Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας της σφαίρας. Είναι: υ = ωR  ή   =
25
3
rad s/ .

δ. Το ζητούμενο χρονικό διάστημα ισούται με την περίοδο T της κυκλικής κίνησης της σφαίρας 

Σ. Είναι: ω π
=

2
Τ

  ή  T = 0,24π s.

140. α. Για να υπολογίσουμε το μέτρο της γραμ-
μικής ταχύτητας υ1 , εφαρμόζουμε την Α.Δ.Μ.Ε. 
για την κίνηση του σώματος Σ μεταξύ των θέσεων 
Α και Γ, θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτι-
κής δυναμικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που 
διέρχεται από το σημείο Α.

Συνεπώς, είναι: Εμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  

ή  ΚΑ + UA = KΓ + UΓ  ή  1

2
0

1

2
0

2

1

2m m mgRυ υ+ = +

ή  υ υ1 0

2 2= − gR   ή  υ1 = 5 m/s.

β. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t1 είναι το βάρος του w  και η 
ακτινική δύναμη 



Ν1  από τον κυκλικό οδηγό, όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήμα. Είναι:

ΣFακτ = Fκ  ή  Ν1

1

2

=
m

R

υ
  ή  N1 = 50 N.

γ. Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για την κίνηση του σώματος Σ μεταξύ των θέσεων Α και Δ, θεω-
ρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που διέρχε-

ται από το σημείο Α, έχουμε: Εμηχ(Α) = Εμηχ(Δ)  ή  ΚΑ + UA = KΔ + UΔ  ή  1

2
0

1

2
20

2

2

2m m mg Rυ υ+ = +

ή  υ υ2 0

2 4= − gR   ή  2 15= m s/ .

K

Σ

Α

Γ

R

R

R

Δ

t1

t2

N1

N2
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βαρU 0=

w

w

υ0

υ1

υ2
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Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος Σ τη χρονική στιγμή t2 υπολογίζεται από 

τη σχέση: α
υ

κ = 2

2

R
  ή  ακ = 30 m/s2.

δ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ τη χρονική στιγμή t2 είναι το βάρος του w  και η 
ακτινική δύναμη 



Ν2  από τον κυκλικό οδηγό. Είναι:

ΣFακτ = Fκ  ή  Ν2 + w = mακ  ή  Ν2 = −m mgακ   ή  N2 = 20 N.

141. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 14.

α. ακ = 4 m/s2. β. υ = 1 m/s. γ. Tστ = 0,2 Ν. δ. f Hzmax =
2


.

142. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 15.

α. ακ =
20
9

2m s/ . β. Tστ = 4.000 Ν. γ. υmax = 30 m/s.
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Κεφάλαιο 2ο: Διατήρηση της ορµής

ΘΕΜΑΤΑ A

Θέματα πολλαπλής επιλογής

21. α 22. γ 23. δ 24. γ 25. β 26. α 27. α 28. γ

29. β 30. α 31. δ 32. β 33. δ 34. β 35. γ 36. γ

37. β 38. γ 39. β 40. γ 41. α 42. β 43. γ 44. δ

45. α 46. β 47. α 48. δ 49. γ 50. β 51. β 52. γ

53. β 54. γ 55. β 56. δ 57. δ 58. δ 59. β 60. β

61. β 62. α 63. β

Θέματα του τύπου «Σωστό ή Λάθος»

64. α. Σ β. Σ γ. Λ δ. Σ ε. Λ

65. α. Σ β. Σ γ. Λ δ. Σ ε. Σ

66. α. Λ β. Σ γ. Σ δ. Λ ε. Σ

67. α. Λ β. Σ γ. Λ δ. Λ ε. Σ

68. α. Λ β. Σ γ. Σ δ. Σ ε. Λ

69. α. Σ β. Λ γ. Λ δ. Λ ε. Σ

70. α. Λ β. Λ γ. Σ δ. Σ ε. Σ

71. α. Σ β. Λ γ. Σ δ. Λ ε. Σ

72. α. Σ β. Σ γ. Σ δ. Λ ε. Λ

73. α. Σ β. Λ γ. Σ δ. Σ ε. Σ

74. α. Λ β. Σ γ. Λ δ. Σ ε. Σ

75. α. Σ β. Λ γ. Σ δ. Λ ε. Σ
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76. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω p1  η ορμή του σώματος τη χρονική στιγμή στην 

οποία αρχίζει να ασκείται σε αυτό η δύναμη 


F.  Η δύναμη 


F  ασκείται στο σώμα για χρονικό διάστημα Δt1 και έχει 

την ίδια φορά με την ορμή p1,  όπως φαίνεται στο διπλα-

νό σχήμα. Συνεπώς, το σώμα υπό τη δράση της δύναμης 


F  επιταχύνεται και στο τέλος του χρονικού διαστήματος Δt αποκτά ορμή p2  που έχει την ίδια 

φορά με τη φορά της ορμής p1.  

Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σώματος στο χρονικό διάστημα Δt1. Είναι:

Σ
∆
∆





F
p

t
= 1

1

  ή  




F
p

t
=
∆
∆

1   ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της δύναμης 


F :

F
p p

t
=

− 

2 1

∆
  ή  F

p

t
=
∆
∆



  ή  ∆ ∆

p F t=  (1), όπου Δ|p| η μεταβολή του μέτρου της ορμής του 

σώματος, στο χρονικό διάστημα Δt1, η οποία σύμφωνα με την εκφώνηση είναι: ∆ p kg m s= ⋅12 / . 

Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του σώματος σε χρονικό διάστημα Δt2 = 3Δt1, αν η δύναμη 

που ασκείται στο σώμα διπλασιαστεί 
 

′ =( )F F2 .  Είναι: Σ
∆
∆





F
p

t
= 2

2

  ή  




′ =F
p

t

∆
∆

2

2

 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της δύναμης 


′F :

′ =
′ − ′

F
p p

t

 

2 1

2∆
  ή  ′ =

′
F

p

t

∆
∆ 2

  ή  ∆ ∆′ = ′p F t2  (2), όπου ∆ ′p  η μεταβολή του μέτρου της 

ορμής του σώματος στο χρονικό διάστημα Δt2.
Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) έχουμε:

∆
∆

∆
∆

′
=

′p

p

F t

F t

2

1

  ή  
∆
∆

′
=

p

p
6   ή   ′ = ⋅p kg m s72 / . 

77. Σωστή επιλογή είναι η β.

Επειδή το αυτοκίνητο επιβραδύνεται, η συνισταμένη δύναμη 


F  που ασκείται σε αυτό έχει 
αντίθετη κατεύθυνση από την κατεύθυνση της αρχικής του ταχύτητας υ0 ,  όπως απεικονίζεται 
στο επόμενο σχήμα.

F

p
2

p
1

(+)

Δt1
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Έστω p0  η ορμή του σώματος της χρονική στιγμή 
t = 0 και p  η ορμή του την τυχαία χρονική στιγμή t. 

Είναι: 




F
p

t
=
∆
∆

  ή  


 

F
p p

t
=

−
−

0

0
 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ορμής p0 :  

− =
−

F
p p

t

0   ή  p p Ft= −0  (1).

Επομένως, το διάγραμμα στο οποίο απεικονίζεται ορθά η γραφική παράσταση της σχέσης (1) 
είναι το διάγραμμα β.

78. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Θεωρούμε σώμα μάζας m που κινείται με σταθερή ταχύτητα μέτρου υ. Το μέτρο της ορμής τού 

σώματος δίνεται από τη σχέση: p = mυ  ή  υ =
p

m
 (1).

Η κινητική ενέργεια Κ του σώματος δίνεται από τη σχέση: Κ =
1

2

2mυ   

ή λόγω της σχέσης (1):  Κ = 





1

2

2

m
p

m
  ή  Κ =

p

m

2

2
 (2).

Στο διάγραμμα του διπλανού σχήματος απεικονίζεται η γραφική 
παράσταση της κινητικής ενέργειας Κ του σώματος σε συνάρτη-
ση με το μέτρο p της ορμής του.

Όπως προκύπτει από το διάγραμμα, η γραφική παράσταση είναι 
παραβολή.

79. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Είναι: Κ1 1 1

21

2
= m υ  (1)  και  Κ2 2 2

21

2
= m υ  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:

Κ
Κ

1

2

1

2

1

2

2

= ⋅






m

m

υ
υ

  ή  
υ
υ

1

2

2

2

1







=
m

m
  ή  

υ
υ

1

2

2

4






=   ή  υ1 = 2υ2.

Έστω p1 το μέτρο της ορμής του σώματος (1). Είναι: p1 = m1υ1 (3).

Έστω p2 το μέτρο της ορμής του σώματος (2). Είναι: p2 = m2υ2 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (4) έχουμε:

p

p

m

m

1

2

1 1

2 2

=
υ
υ

  ή  
p

p

1

2

1

2
=   ή  p2 = 2p1.

υυ0

(+)

pp
0

t = 0 t

F

pΟ

K
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80. Σωστή επιλογή είναι η α.

Είναι: Σ ∆
∆





F
p

t
=   ή  Σ

∆


 

F
p p

t
=

−2 1   ή  




 

Ν
∆

+ =
−

w
m m

t

υ υ2 1  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα πάνω:

Ν
∆

− =
− ( )−

w
m m

t

υ υ2 1   ή  N
m

t
mg=

+( )
+

υ υ
∆
2 1 .

81. Σωστή επιλογή είναι η α.

Η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του σώματος πριν από την κρούση είναι: υ1 = +15 m/s.

Η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του σώματος μετά την κρούση είναι: υ2 = +5 m/s.

Έστω 


F  η μέση δύναμη που ασκείται στο σώμα κατά τη διάρκεια της κρούσης. Είναι:




F
p

t
=
∆
∆

  ή  


 

F
m m

t
=

−υ υ2 1

∆
  ή αλγεβρικά:

F
m m

t
=

−υ υ2 1

∆
  ή  F

kg m s

s
=

⋅ − ⋅( ) ⋅0 1 15 0 1 5

1

, , /
  ή  F = 1 N.

82. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του βαγονιού Α 
ακριβώς πριν από την κρούση και υ το μέτρο τής 
ταχύτητας του συσσωματώματος αμέσως μετά την 
κρούση. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σω-
μάτων Α και Β κατά την κρούση έχουμε:

pολ(πριν) =
pολ(μετά)  ή  mυ1 = 2mυ  ή  υ

υ1

1

2
= .

Η κινητική ενέργεια του βαγονιού Α ακριβώς πριν από την κρούση δίνεται από τη σχέση:

ΚΑ =
1

2
1

2mυ  (1).  Η κινητική ενέργεια του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση δίνεται 

από τη σχέση: ΚΣ =
1

2
2 2mυ  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) προκύπτει:

Κ
Κ

Σ

Α

=






2
1

2

υ
υ

  ή  
Κ
Κ

Σ

Α

=
1

2
  ή  K KA

 = 2
. 

υ1 υ2

(+)

w

Ν
m

υ1

A

m

2m

m

B

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)υ2 = 0

υ
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83. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω ′υ  το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώ-
ματος αμέσως μετά την κρούση. Από την Α.Δ.Ο. για 
το σύστημα των σωμάτων Α και Β κατά την κρούση 
έχουμε: ολ(πριν) = ολ(μετά)  ή  m m m1 1 2υ υ= +( ) ′   

ή  
′
=

υ
υ

1

3
 (1).

Η κινητική ενέργεια της σφαίρας Α ακριβώς πριν 

από την κρούση δίνεται από τη σχέση: Κ =
1

2
1

2m υ  (2).

Η κινητική ενέργεια του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση δίνεται από τη σχέση:

ΚΣ = +( ) ′
1

2
1 2

2m m υ  (3).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (2) προκύπτει: 
Κ
Κ
Σ =

+ 




′m m

m

1 2

1

2
υ
υ

 

ή λόγω της σχέσης (1): 
Κ
Κ
Σ =

1

3
  ή  K

K
 = 3  .

84. Σωστή επιλογή είναι η β.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων 
κατά την κρούση έχουμε: ολ(πριν) = ολ(μετά)

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1:

m m m1 1 1 1 2 2υ υ υ= − +′ ′   ή  m2 = 50.000 kg.

85. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω υΣ το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώμα-
τος αμέσως μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων 
κατά την κρούση έχουμε: ολ(πριν) = ολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1:

m m m m1 1 2 2 1 2υ υ υ− = +( ) Σ   ή  2 3m m mυ υ υ− = Σ   ή  
υ = 3υΣ (1).

Η κινητική ενέργεια του σώματος μάζας m1 ακριβώς πριν από την κρούση δίνεται από τη σχέση:

Κ1 1 1

21

2
= m υ   ή  Κ1 1

21

2
= m υ  (2).

υ1

A

m1

m1 + m2

m2

B

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)υ2 = 0

υ

υ1

B2B1

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)υ2 = 0

υ′2υ′1

B2B1

(+)

υ1 υ2

m1

m1 + m2

m2

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

υΣ
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Η κινητική ενέργεια του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση δίνεται από τη σχέση:

ΚΣ Σ= +( )1

2
1 2

2m m υ  (3).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (3) έχουμε: 
Κ
ΚΣ Σ

1 1

1 2

2

=
+







m

m m

υ
υ

  

ή  
Κ
ΚΣ Σ

1

2

2

3
=







m

m

υ
υ

  ή λόγω της σχέσης (1): K
K

1 6


= .

86. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω υΣ το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώμα-
τος αμέσως μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων 
κατά την κρούση έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1 :

m m m m1 1 2 2 1 2υ υ υ− = +( ) Σ   

ή  m m m1 1 1 1 13 4 4υ υ υ− = Σ   ή  υ
υ

Σ = −
11

4

1   ή  υ υ
Σ =

11
4
1 . 

87. Σωστή επιλογή είναι η β. 

Έστω υΣ το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώ-
ματος αμέσως μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων 
κατά την κρούση έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1:

m m m m1 1 2 2 1 2υ υ υ− = +( ) Σ   ή  m m mυ
υ

υ− =4
2

5 Σ   

ή  υ
υ

Σ= −
5 . 

Επομένως, το συσσωμάτωμα αμέσως μετά την κρούση κινείται προς τα αριστερά με ταχύ-
τητα μέτρου υ/5.

88. Σωστή επιλογή είναι η β.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων Σ1 και 
Σ2 κατά την κρούση έχουμε:  

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )=ολ(πριν)
 

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )= ολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1 :

υ1 υ2

m1

m1 + m2

m2

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

υΣ

υ1 υ2

m1

m1 + m2

m2

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

υΣ

υ1 υ2

m1

m1 + m2

m2

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

υ = 0
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m m1 1 2 2 0υ υ− =   ή  m1υ1 = m2υ2  ή  
υ
υ

1

2

2

1

=
m

m
  ή  

υ
υ

1

2

2=  (1).

Η κινητική ενέργεια του σώματος Σ1 ακριβώς πριν από την κρούση δίνεται από τη σχέση:

Κ1 1 1

21

2
= m υ  (2).

Η κινητική ενέργεια του σώματος Σ2 ακριβώς πριν από την κρούση δίνεται από τη σχέση:

Κ2 2 2

21

2
= m υ  (3).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (3) έχουμε:

Κ
Κ

1

2

1

2

1

2

2

= ⋅






m

m

υ
υ

 ή λόγω της σχέσης (1): K
K
1

2

2= . 

89. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω υ  η ταχύτητα του σώματος μάζας m ακριβώς 
πριν από την κρούση και υΣ  η ταχύτητα του συσσω-
ματώματος αμέσως μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων 
κατά την κρούση έχουμε:

 

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )=ολ(πριν)
 

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )= ολ(μετά)  ή  m m
 

υ υ= 4 Σ   ή  


υ
υ

Σ =
4

. 

Η μεταβολή της ορμής του σώματος μάζας 3m εξαιτίας της κρούσης δίνεται από τη σχέση:

∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆ Σ






p m2 3 0= −υ   ή  ∆


p m2 3
4

=
υ   ή   p p= 3

4
. 

90. Σωστή επιλογή είναι η β.

Επειδή το συσσωμάτωμα παραμένει ακίνητο αμέ-
σως μετά την κρούση, τα δύο σώματα ακριβώς πριν 
από την κρούση κινούνται προς αντίθετες κατευ-
θύνσεις. Έστω υ1  η ταχύτητα του σώματος μάζας m 
και υ2  η ταχύτητα του σώματος μάζας 4m, ακριβώς 
πριν από την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων 
κατά την κρούση έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

υ

m

4m

3m

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

υ2 = 0

υΣ

p

υ1 υ2 Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

υ = 0

m

5m

4m
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ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1 : m mυ υ1 24 0− =   ή  υ
υ

2

1

4
= . 

Η κινητική ενέργεια του σώματος μάζας m ακριβώς πριν από την κρούση δίνεται από τη σχέση:

Κ =
1

2
1

2mυ  (1).

Έστω ΔΚ η μεταβολή της κινητικής ενέργειας του συστήματος των δύο σωμάτων κατά την κρού-

ση. Είναι: ∆Κ Κ Κ= −ολ µετ ολ πριν( ) ( )¬ολ(μετά)∆Κ Κ Κ= −ολ µετ ολ πριν( ) ( )¬ ολ(πριν)  ή  ∆Κ = − +





0
1

2

1

2
41

2

2

2m mυ υ   ή  ∆Κ = − −
1

2

1

2
4

16
1

2 1

2

m mυ
υ

 

ή  ∆Κ = − +





1

2
1

1

4
1

2mυ   ή  ∆Κ = ⋅
5

4

1

2
1

2mυ   ή λόγω της σχέσης (1): K K= 5
4

.

91. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα αυτοκίνητο – κιβώ-
τιο κατά την κρούση έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ:

Μυ = (Μ + m1)V  ή  M Vυ =
21

20

Μ   ή  V =
20

21
υ  (1).

Η μεταβολή ∆p  της ορμής του αυτοκινήτου εξαι τίας της κρούσης δίνεται από τη σχέση: 

∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆ Μ Μp V= − υ   ή λόγω της σχέσης (1): ∆ Μ
p = −

υ
21

  ή  ∆ υp M=
21

. 

92. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω 


F1  η δύναμη που ασκείται από το σημειακό αντικείμενο (2) στο σημειακό αντικείμενο (1)  
και 



F2  η δύναμη που ασκείται από το σημειακό αντικείμενο (1) στο σημειακό αντικείμενο (2) 
κατά τη διάρκεια της κρούσης. Οι δυνάμεις με τις οποίες αλληλεπιδρούν τα δύο σημειακά αντι-
κείμενα κατά τη διάρκεια της κρούσης είναι αντίθετες. Συνεπώς, ισχύει:
 

F F1 2= −   ή  
∆
∆

∆
∆

 

p

t

p

t

1 2= −   ή  ∆ ∆ 

p p1 2= −   ή   
 p p1 2= . 

93. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώ-
ματος αμέσως μετά την κρούση. Από την Α.Δ.Ο. 
για το σύστημα των δύο σωμάτων κατά την κρούση 
έχουμε:  

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )=ολ(πριν)
 

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )= ολ(μετά)  ή  mυ0 = (M + m)υ  

ή  υ υ=
+
m

M m
0.

υ

m1

M + m1

M

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

υ = 0

V

M + m

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

υ0m
Μ

υ1 = 0

υ
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Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του βλήματος εξαιτίας της κρούσης: Είναι: 

∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆p m m= −υ υ0   ή  ∆p m= −( )υ υ0   ή  ∆
Μ

p m
m

m
=

+
−





υ υ0 0  

ή  ∆
Μ

p m
m

m
=

+
−





υ0 1   ή  ∆
Μ

p m
M

m
= −

+






υ0   ή  ∆ υp mM
M m

= −
+

0 . 

94. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Οι δυνάμεις με τις οποίες αλληλεπιδρούν τα δύο σώματα κατά τη διάρκεια της κρούσης είναι 

αντίθετες. Συνεπώς, ισχύει: 
 

F F1 2= −   ή  
∆
∆

∆
∆

 

p

t

p

t

1 2= −   ή  ∆ ∆ 

p p1 2= −   ή   
 p p1 2= . 

95. Σωστή επιλογή είναι η β. 

Έστω υ  η ταχύτητα του συσσωματώματος αμέσως 
μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων 
κατά την κρούση έχουμε:

ολ(πριν) = ολ(μετά)  ή  m m m m1 1 2 2 1 2υ υ υ− = +( )   

ή  m m mυ υ υ0 02 3− =   ή  υ
υ

= − 0

3
.

Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής της σφαίρας μάζας m1 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p1 1 1= −τελ αρχ( ) ( )   ή αλγεβρικά:

∆p m m1 1 1 1= −υ υ   ή  ∆p m m1 1

0

1 0
3

= 




−−

υ
υ   ή  ∆p m1 0

4

3
= − υ   ή  ∆p m1 0

4

3
= υ  (1).

Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής της σφαίρας μάζας m2 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p2 2 2= −τελ αρχ( ) ( )   ή αλγεβρικά:

∆p m m2 2 2 2= −υ υ   ή  ∆p m m2

0

02
3

2= −




− −( )υ

υ   ή  ∆p m2 0

4

3
= + υ   ή  ∆p m2 0

4

3
= υ  (2).

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει:  ∆ ∆ υp p m1 2 0
4
3

= = . 

96. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω υΣ  η ταχύτητα του συσσωματώματος αμέσως 
μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων 
κατά την κρούση έχουμε:

υ1 υ2

m1

m1 + m2

m2

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

υ

υ

m1

M + m1

M

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

υ1

υΣ
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pολ(πριν) =
pολ(μετά)  ή  Μ Μ Σ

  

υ υ υ+ = +( )m m1 1 1   ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ:

Μ
Μ Μ

Συ υ υ− =
4

2
5

4
  ή  υΣ = 0,4υ.

Το μέτρο της ορμής του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση είναι:

pολ = (Μ + m1)υΣ  ή  pολ υ=
5

4
0 4

Μ
,   ή  p M

ολ

υ=
2

. 

97. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω υ1  η ταχύτητα του επιβατηγού αυτοκινήτου 
ακριβώς πριν από την κρούση. Είναι  

υ υ1 3= − .  

Έστω υΣ  η ταχύτητα του συσσωματώματος αμέσως 
μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων 
κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  Μ Μ Σ
  

υ υ υ+ = +( )m m1 1 1  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ:  Μ Μ Μ
Συ υ υ− =

4
3

5

4
  ή  υΣ = 0,2υ.

Το μέτρο της ορμής του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση είναι:

pολ = (Μ + m1)υΣ  ή  pολ υ=
5

4
0 2

Μ
,   ή  p M

ολ

υ=
4

. 

98. Σωστή επιλογή είναι η β.

Οι δυνάμεις με τις οποίες αλληλεπιδρούν τα δύο σώματα κατά τη διάρκεια της κρούσης είναι 

αντίθετες. Συνεπώς, ισχύει: 
 

F F1 2= −   ή  
∆
∆

∆
∆

 

p

t

p

t

1 2= −   ή   
 p p1 2= − . 

99. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω υΣ  η ταχύτητα του συσσωματώματος. Από 
την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων κατά την 
κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  mυ = 4mυΣ  ή  υ υ
Σ =

4
. 

Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του σώματος μάζας 
m εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

υ

m1

M + m1

M

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

υ1

υΣ

υ

m

4m

3m

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

υ1 = 0

υΣ

(+)
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∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆ Σp m m= −υ υ   ή  ∆p
m

= −
3

4

υ   ή  ∆p
m

=
3

4
υ . 

Το μέτρο της μέσης δύναμης 


F  που δέχεται το σώμα μάζας m κατά την κρούση δίνεται από τη 

σχέση: F
p

t
=

∆
∆

  ή  F
m
t

=
3
4

υ
∆

. 

100. Σωστή επιλογή είναι η β.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι το αμα-
ξίδιο Α πριν από την κρούση εκτελεί ευθύγραμ-
μη ομαλή κίνηση. Έστω υΑ η αλγεβρική τιμή της 
ταχύτητας του αμαξιδίου Α πριν από την κρούση. 

Είναι: υΑ
∆
∆

=
x

t
  ή  υ τελ αρχ

Α ∆
=

−x x

t
  

ή  υΑ =
−( )
−( )

0 6 0 2

2 0

, , m

s
  ή  υΑ = 0,2 m/s.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ακόμη ότι το συσσωμάτωμα που προκύπτει από την κρού-
ση εκτελεί ευθύγραμμη ομαλή κίνηση μετά την κρούση. Έστω υ η αλγεβρική τιμή της ταχύτη-
τας του συσσωματώματος μετά την κρούση. Είναι:

υ =
∆
∆

x

t
  ή  υ τελ αρχ=

−x x

t∆
  ή  υ =

−( )
−( )

0 7 0 6

3 2

, , m

s
  ή  υ = 0,1 m/s.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  mAυΑ = (mA + mB)υ  ή  m
m

mB

A

A= −
υ
υ

Α   ή  mB = 1 kg.

101. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω υΣ το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώμα-
τος. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμά-
των κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  mυ = 4mυΣ  ή  υ υ
Σ =

4
. 

Το ζητούμενο ποσοστό δίνεται από τη σχέση:

π
ολ πριν

= ⋅
Q

K

K

( )

%100   ή  � �� ���� �� ���

�� ����

�
�

�
K K

K

( ) ( )

( )

%
 

100
ά   ή  π

υ υ

υ
=

−
⋅

1

2

1

2
4

1

2

100

2 2

2

m m

m

Σ
%   

ή  π = 75%.

mBmA

Α Β

mA + mB

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)
υ

υA υB = 0

υ

m

4m

3m

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

υ1 = 0

υΣ

(+)
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102. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω υ0  η ταχύτητα του βλήματος ακριβώς πριν 
από την κρούση και υ  η ταχύτητα του συσσωμα-
τώματος αμέσως μετά την κρούση. Από την Α.Δ.Ο. 
για το σύστημα των δύο σωμάτων κατά την κρούση 
έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  mυ0 = (Μ + m)υ  

ή  υ
υ

= 0

5
. 

Η κινητική ενέργεια του βλήματος ακριβώς πριν από την κρούση δίνεται από τη σχέση:

Ε =
1

2
0

2mυ  (1).

Η απώλεια της κινητικής ενέργειας του συστήματος των δύο σωμάτων εξαιτίας της κρούσης 
δίνεται από τη σχέση:

Κ Κ Καπ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Κ Κ Καπ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Κ Μαπ υ υ= − +( )1

2

1

2
0

2 2m m   ή  Καπ υ
υ

= −
1

2

1

2
5

25
0

2 0

2

m m  

ή  Καπ υ= ⋅ −





1

2
1

1

5
0

2m   ή  Καπ υ= ⋅
4

5

1

2
0

2m  ή λόγω της σχέσης (1): K Eαπ =
4
5

. 

103. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω υΣ  η ταχύτητα του συσσωματώματος αμέσως 
μετά την κρούση. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα 
των δύο σωμάτων κατά την κρούση έχουμε:
 

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )=ολ(πριν)
 

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )= ολ(μετά)  ή  mυ = (Μ + m)υΣ  

ή  
υ
υ
Σ =

+
m

M m
 (1).

Το ποσοστό επί τοις εκατό (%) της κινητικής ενέργειας του σημειακού αντικειμένου μάζας m 
ακριβώς πριν από την κρούση που μετατρέπεται σε θερμική ενέργεια εξαιτίας της κρούσης 
δίνεται από τη σχέση:

π
ολ πριν

= ⋅
Q

K

K

( )

%100   ή  ά� �� ���� �� ���

�� ����

�
�

�
K K

K

( ) ( )

( )

%
 

100   ή  � �� ���

�� ����

� �
�

�
�
�

�

�
�
�
�1 100

K

K

( )

( )

%
 ά  

ή  0 75 1,
( )

( )

� �
K

K

�� ���

�� ����

 ά   ή  
K

K

�� ���

�� ����

( )

( )

,
 � 0 25
ά   ή  

1

2
1

2

0 25

2

2

Μ Σ+( )
=

m

m

υ

υ
,  ή  Μ Σ+ 





=
m

m

υ
υ

2

0 25,   

M + m

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

υ0m
Μ

υ1 = 0

υ

υ

M

M + m

m

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)υΣ

υ2 = 0
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ή λόγω της σχέσης (1): Μ+
+( )

=
m

m

m

M m

2

2
0 25,   ή  m

M m+
=

1

4
  ή  M = 3m.

104. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω υ1  η ταχύτητα του σώματος Σ1 ακριβώς πριν από την κρούση και υΣ  η ταχύτητα του 
συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων κατά την κρούση έχουμε:

 

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )=ολ(πριν)
 

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )= ολ(μετά)  ή  m1υ1 = (m1 + m2)υΣ  ή  
υ
υ
Σ

1

1

1 2

=
+
m

m m
 (1).

Έστω Κ1 η κινητική ενέργεια του σώματος Σ1 ακριβώς πριν από την κρούση και ΚΣ η κινητική 

ενέργεια του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση. Είναι: Κ ΚΣ =
20

100
1   

ή  1

2

1

5

1

2
1 2

2

1 1

2m m m+( ) = ⋅υ υΣ   ή  
υ
υ
Σ

1

2

1

1 2

1

5







=
+
m

m m
  ή λόγω της σχέσης (1):

m

m m

m

m m

1

2

1 2

2

1

1 2

1

5+( )
=

+
  ή  

m

m m

1

1 2

1

5+
=   ή  m2 = 4m1  ή  m

m
1

2

1
4

= . 

105. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω υΣ  η ταχύτητα του συσσωματώματος αμέσως 
μετά την κρούση. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα 
των δύο σωμάτων κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  mυ0 = (Μ + m)υΣ  

ή  
υ
υ
Σ

0

=
+
m

M m
 (1).

Το ποσοστό επί τοις εκατό (%) της κινητικής ενέργειας του σώματος μάζας m ακριβώς πριν από 
την κρούση που χάνεται εξαιτίας της κρούσης δίνεται από τη σχέση:

π
ολ πριν

= ⋅
Q

K

K

( )

%100   ή  � �� ���� �� ���

�� ����

�
�

�
K K

K

( ) ( )

( )

%
 

100
ά   ή  ά� �� ���

�� ����

� �
�

�
�
�

�

�
�
�
�1 100

K

K

( )

( )

%
  

ή  ά
0 75 1,

( )

( )

� �
K

K

�� ���

�� ����

   ή  άK

K

�� ���

�� ����

( )

( )

,
 � 0 25   ή  

1

2
1

2

0 25

2

0

2

Μ Σ+( )
=

m

m

υ

υ
,   ή  Μ Σ+ 





=
m

m

υ
υ0

2

0 25,  

ή λόγω της σχέσης (1): Μ+
+( )

=
m

m

m

M m

2

2
0 25,   ή  m

M m+
=

1

4
  ή  M = 3m  ή  

m
M

= 1
3 . 

υ0

M

M + m

m

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)υΣ

υ2 = 0
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106. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω  ′υ  η ταχύτητα του σώματος μάζας 2m αμέσως 
μετά την έκρηξη – διάσπαση. Από την Α.Δ.Ο. για το 
σύστημα των δύο σωμάτων κατά την έκρηξη – διά-
σπαση έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ :

3mυ = m4υ + 2mυ′  ή  − = ′m mυ υ2   ή  ′= −

2

. 

107. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω υ1  η ταχύτητα του κομματιού (1) αμέσως μετά την 
έκρηξη – διάσπαση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των κομματιών (1) και (2) 
κατά την έκρηξη έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ0:

Μυ0 = m1υ1  ή  Μ Μυ υ0 1

4

5
=   ή  υ υ1 0

5

4
= . 

Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του κομματιού (1) εξαιτίας της έκρηξης – διάσπασης. Είναι:

∆  

p p p1 1 1= −τελ αρχ( ) ( )   ή  ∆p m m1 1 1 1 0= −υ υ   ή  ∆p m1 1 1 0= −( )υ υ   ή  ∆p m1 1 0

1

4
= υ  

ή  ∆ Μp1 0

1

5
= + υ   ή  ∆ υp M= 1

5 0 . 

108. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω υ1  η ταχύτητα του πάνω τμήματος του πυραύλου 

αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση. Είναι: υ υ1

3

2
= .

Έστω υ2  η ταχύτητα του κάτω τμήματος του πυραύλου. 
Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο τμημάτων στα 
οποία διαχωρίζεται ο πύραυλος κατά την έκρηξη – διά-
σπαση έχουμε:  

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )=ολ(πριν)
 

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )= ολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα πάνω: 2mυ = mυ1 + mυ2  ή  m m mυ υ υ= +
3

2
2   

ή   
2 2
= . 

4υ

m 2m

Αμέσως μετά 

την έκρηξη – διάσπαση

3m

Ακριβώς πριν από

την έκρηξη – διάσπαση

υ

(+)

υʹ

Μ m1

m2

(1)

(2)

υ
1

υ
0

υ
2
 = 0

(+)

2m m

m

υ1 = υ

υ2

(+)

3

2
υ
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109. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω ότι τα σώματα Σ1 και Σ2 αμέσως μετά την έκρη-
ξη αποκτούν οριζόντιες ταχύτητες υ1  και υ2  αντί-
στοιχα, όπως απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα. Από 
την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων κατά 
την έκρηξη – διάσπαση έχουμε:
 

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )=ολ(πριν)
 

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )= ολ(μετά)  ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ2: 0 1 1 2 2= − +m mυ υ   

ή  m1υ1 = m2υ2  ή  υ1 = 2υ2 (1).

Η κινητική ενέργεια του σώματος Σ1 αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση δίνεται από τη σχέση:

Κ1 1 1

21

2
= m υ  (2).

Η κινητική ενέργεια του σώματος Σ2 αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση δίνεται από τη σχέση:

Κ2 2 2

21

2
= m υ  (3).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (3) έχουμε: 
Κ
Κ

1

2

1

2

1

2

2

=






m

m

υ
υ

  

ή λόγω της σχέσης (1): K
K
1

2

2= . 

110. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των κομματιών Σ1 και Σ2 
κατά την έκρηξη έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα πάνω:

Μυ υ υ= +m m1 1 2 2   ή  Μ Μ Μ
υ υ υ= +

2
2

2 2   ή  υ2 = 0.

111. Σωστή επιλογή είναι η β.

Επειδή η ορμή του συστήματος των κομματιών (1) και (2) διατηρείται σταθερή κατά την έκρη-
ξη – διάσπαση ισχύει: ∆



pολ = 0   ή  ∆ ∆ 



p p1 2 0+ =  ή αλγεβρικά:

Δp1 + Δp2 = 0  ή  ∆ ∆p p1 2= −   ή  |Δp1| = |Δp2|.

Έστω p1  και p2  οι ορμές των δύο κομματιών αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των κομματιών (1) και (2) κατά την έκρηξη – διάσπαση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  


 

0 1 2= +p p  ή αλγεβρικά:

0 = p1 + p2  ή  p p2 1= −  (1).

m1 m2

Ακριβώς μετά 

την έκρηξη – διάσπαση

M

Αμέσως πριν από

την έκρηξη – διάσπαση

(+)

υ = 0

υ1 υ2

Σ
1

Σ
2

Ακριβώς μετά 

την έκρηξη

Αμέσως πριν 

από την έκρηξη

υ
1

υ
2

(+)
υ



Κεφάλαιο 2ο:  Διατήρηση της ορµής

97

Η κινητική ενέργεια Κ1 του κομματιού (1) αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση δίνεται από τη 

σχέση: Κ1 1 1

21

2
= m υ   ή  Κ1

1 1

2

12
=
( )m

m

υ
  ή  Κ1

1

2

12
=

p

m
 (2).

Η κινητική ενέργεια Κ2 του κομματιού (2) αμέσως μετά την έκρηξη δίνεται από τη σχέση:

Κ2 2 2

21

2
= m υ   ή  Κ2

2 2

2

2

=
( )m

m

υ
  ή  Κ2

2

2

22
=

p

m
 (3).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (3) προκύπτει: 
Κ
Κ

1

2

1

2

2

2

2

1

=
p m

p m
 

ή λόγω της σχέσης (1):  
Κ
Κ

1

2

2

1

=
m

m
 (4).

Επειδή είναι: m m1 2≠ ,  από τη σχέση (4) προκύπτει: Κ Κ1 2≠ .  

Η μεταβολή ΔΚ1 της κινητικής ενέργειας του κομματιού (1) κατά την έκρηξη – διάσπαση είναι:

∆Κ Κ Κ1 1 1= −( ) ( )µετ πριν¬1(μετά)∆Κ Κ Κ1 1 1= −( ) ( )µετ πριν¬ 1(πριν)  ή  ∆Κ Κ1 1 0= −   ή  ΔΚ1 = Κ1.

Η μεταβολή ΔΚ2 της κινητικής ενέργειας του κομματιού (2) κατά την έκρηξη – διάσπαση είναι:

∆Κ Κ Κ2 2 2= −( ) ( )µετ πριν¬2(μετά)∆Κ Κ Κ2 2 2= −( ) ( )µετ πριν¬ 2(πριν)  ή  ∆Κ Κ2 2 0= −   ή  ΔΚ2 = Κ2.

Επειδή είναι: Κ Κ1 2≠ ,  προκύπτει: ΔΚ1 ≠ ΔΚ2. 

112. Σωστή επιλογή είναι η α.

Επειδή το δάπεδο είναι λείο, τα αμαξάκια μετά την 
απώλεια της επαφής τους με το ελατήριο εκτελούν 
ευθύγραμμες ομαλές κινήσεις πάνω στο οριζόντιο 
δάπεδο κινούμενα προς αντίθετες κατευθύνσεις, 
όπως απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα. 

Έστω υ1  η ταχύτητα με την οποία κινείται το αμαξάκι μάζας m1 μετά την απώλεια της επαφής 
του με το ελατήριο και υ2  η ταχύτητα με την οποία κινείται το αμαξάκι μάζας m2 μετά την 
απώλεια της επαφής του με το ελατήριο.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων έχουμε:  

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ2: 

0 1 1 2 2= − +m mυ υ   ή  m1υ1 = m2υ2  ή  υ1 = 2υ2. 

Είναι: υ1

1=
s

t∆
 (1) και υ2

2=
s

t∆
 (2). 

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) προκύπτει: 
υ
υ

1

2

1

2

=
s

s
  ή  s1 = 2s2  ή  s s

2
1

2
= . 

m2m1

Αρχικά
(+)υ = 0

υ = 0

m2m1

Τελικά

υ2υ1
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113. Σωστή επιλογή είναι η β.

Επειδή το παγοδρόμιο είναι λείο, οι παγοδρόμοι εκτε-
λούν ευθύγραμμες ομαλές κινήσεις πάνω στο παγοδρό-
μιο κινούμενοι προς αντίθετες κατευθύνσεις.

Έστω υ1  η ταχύτητα με την οποία κινείται ο παγοδρό-
μος μάζας m1 και υ2  η ταχύτητα με την οποία κινείται ο 
παγοδρόμος μάζας m2. 

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο παγοδρόμων 
έχουμε:  

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ2:

0 1 1 2 2= − +m mυ υ   ή  m1υ1 = m2υ2  ή  
υ
υ

1

2

2

1

=
m

m
 (1). 

Επειδή οι παγοδρόμοι εκτελούν ευθύγραμμες ομαλές κινήσεις, ισχύει: 

υ1

1=
x

t∆
 (2)  και  υ2

2=
x

t∆
 (3). 

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (3) έχουμε: 
υ
υ

1

2

1

2

=
x

x
  ή λόγω της σχέσης (1): 

x
x

m
m

1

2

2

1

= . 

114. Σωστή επιλογή είναι η β.

Αμέσως πριν από

την έκρηξη – διάσπαση

Ακριβώς μετά 

την έκρηξη – διάσπαση

L2 L1

υ = 0

m (2) (1) υ1υ2

L2 L1

m2 m1
(2) (1)

Έστω υ1  η ταχύτητα του κομματιού μάζας m1 και υ2  η ταχύτητα του κομματιού μάζας m2 
αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων κατά την έκρηξη – διάσπαση έχουμε:  
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1:

0 1 1 2 2= −m mυ υ   ή  m1υ1 = m2υ2  ή  υ1 = 4υ2.

m2m1

Αρχικά
(+)

υ = 0 υ = 0

m2m1

Τελικά

υ2υ1
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Επειδή το τραπέζι είναι λείο, τα δύο σώματα μετά την έκρηξη – διάσπαση εκτελούν ευθύ-
γραμμες ομαλές κινήσεις πάνω στο τραπέζι και φτάνουν ταυτόχρονα στις άκρες του τραπεζιού 
κινούμενα για το ίδιο χρονικό διάστημα Δt. Συνεπώς, ισχύει:

υ1

1=
L

t∆
 (1) και υ2

2=
L

t∆
 (2). 

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
υ
υ

1

2

1

2

=
L

L
  ή  

L

L

1

2

4=   ή  L1 = 4L2.

115. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Επειδή το παγοδρόμιο είναι λείο, οι παγοδρόμοι εκτε-
λούν ευθύγραμμες ομαλές κινήσεις πάνω στο παγο-
δρόμιο κινούμενοι προς αντίθετες κατευθύνσεις.

Έστω υ1  η ταχύτητα με την οποία κινείται ο παγοδρό-
μος μάζας m1 και υ2  η ταχύτητα με την οποία κινείται 
ο παγοδρόμος μάζας m2. 

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο παγοδρόμων έχουμε:  

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ2:

0 1 1 2 2= − +m mυ υ   ή  m1υ1 = m2υ2 (1)  ή  p1 = p2.

Από τη σχέση (1) προκύπτει: 
υ
υ

1

2

2

1

=
m

m
 (2).

Επειδή είναι m1 > m2, από τη σχέση (2) προκύπτει: υ2 > υ1.

m2m1

Αρχικά
(+)

υ = 0 υ = 0

m2m1

Τελικά

υ2υ1
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116. α. Στο διπλανό σχήμα έχει σχεδιαστεί το διάνυσμα της 
ορμής p1  του σώματος Σ τη χρονική στιγμή t1.

Το μέτρο της ορμής p1  υπολογίζεται από τη σχέση:

p1 = mυ1  ή  p kg m s1 40= ⋅ / . 

β. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ στο χρονικό διάστημα Δt, από τη χρονική 
στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι: ∆  p p p= −τελ αρχ  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά: ∆p p= + −1 0   ή  ∆p kg m s= + ⋅40 / .

Επομένως, το διάνυσμα της μεταβολής της ορμής p  του σώματος Σ στο χρονικό διάστη-
μα Δt έχει φορά προς τα δεξιά, όπως απεικονίζεται στο σχήμα και το μέτρο της είναι:

p kg m s= ⋅40 / .

γ. Είναι: Σ ∆
∆





F
p

t
=  ή αλγεβρικά: Σ ∆

∆
F

p

t
=   ή  Σ

∆
∆

F
p

t
=   ή  F

p

t
=
∆
∆

  ή  F = 4 N.

117. α. Έστω p0 το μέτρο της αρχικής ορμής του σώματος. Είναι: p0 = mυ0  ή  p kg m s0 5= ⋅ / .

β. Το σώμα εκτελεί ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του σώμα-
τος τη χρονική στιγμή t1. Είναι: υ1 = υ0 + αt1  ή  υ1 = 20 m/s.

Το μέτρο p1 της ορμής του σώματος τη χρονική στιγμή t1 υπολογίζεται από τη σχέση:

p1 = mυ1  ή  p kg m s1 10� � / .

γ. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του σώματος στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

∆  p p p= −τελ αρχ   ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ0:

∆p p p= −1 0   ή  ∆p kg m s= + ⋅5 / .

Επομένως, το διάνυσμα της μεταβολής της ορμής p  του σώματος έχει την ίδια κατεύθυν-
ση με την κατεύθυνση της αρχικής του ταχύτητας 0  και μέτρο p kg m s� �5 / . 

δ. Έστω Σ


F  η συνισταμένη δύναμη που ασκείται στο σώμα στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

Σ
∆
∆





F
p

t
=   ή αλγεβρικά: Σ ∆

∆
F

p

t
=   ή  ΣF = +1 N.

Επομένως, η συνισταμένη δύναμη 


F  που ασκείται στο σώμα έχει την ίδια κατεύθυνση με 
την κατεύθυνση της αρχικής του ταχύτητας 0  και μέτρο 



F N= 1 . 

F

t = 0

υ0 = 0

Σ
υ1

t1

(+)

Δp
p

1
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118. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 1.

α. p kg m s0 20= ⋅ / . β. p kg m s1 5= ⋅ / . γ. p kg m s= − ⋅15 / . δ. F N= −5 .

119. α. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα είναι το 
βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



Ν  από το δάπεδο και η 
δύναμη 



F.  

Επειδή το σώμα δεν κινείται στον άξονα ′y y  ισχύει: 
Σ
 

Fy = 0.  

Επειδή οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα είναι σταθε-

ρές, ο ρυθμός μεταβολής της ορμής του σώματος dp

dt



 είναι 

σταθερός. Είναι: dp

dt
F





= Σ   ή  dp

dt
F Fx y



 

= +Σ Σ   ή  dp

dt
Fx



 

= +Σ 0   ή  dp

dt
Fx





= Σ

ή αλγεβρικά: dp

dt
Fx= Σ   ή  dp

dt
F=   ή  dp

dt
kg m s= ⋅2 2/ . 

β. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του σώματος στο χρονικό διάστημα Δt από τη χρονική 
στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Επειδή ο ρυθμός μεταβολής της ορμής του σώματος είναι 

σταθερός, ισχύει: dp

dt
Fx





= Σ   ή  ∆
∆



p

t
F=   ή αλγεβρικά: ∆

∆
p

t
F=   ή  Δp = FΔt  ή  Δp = Ft1  

ή  p kg m s= + ⋅4 / . 

γ. Έστω p1  η ορμή του σώματος τη χρονική στιγμή t1. Είναι: ∆  p p p= −τελ αρχ  

ή αλγεβρικά: ∆p p p= −τελ αρχ   ή  ∆p p= −1 0   ή  p kg m s1 4= + ⋅ / .

120. α. Στο διπλανό σχήμα έχει σχεδιαστεί η ορμή 


p0  του σώματος τη χρονική στιγμή t = 0. 

Το μέτρο της ορμής p0  υπολογίζεται από τη σχέση:

p0 = mυ0  ή  p kg m s0 10= ⋅ / .

β. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του σώματος στο χρονικό διάστημα Δt, από τη χρονική 
στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι: ∆  p p p= −τελ αρχ   ή αλγεβρικά: ∆p p p= −τελ αρχ

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά: ∆p p= − +( )0 0   ή  ∆p p= − 0   ή  ∆p kg m s= − ⋅10 / . 

Επομένως, η μεταβολή της ορμής p  του σώματος στο χρονικό διάστημα Δt έχει φορά 
προς τα αριστερά και το μέτρο της είναι: p kg m s� �10 / . 

F

N

x ́ x 

y ́

y 

(+)

w

υ0

(+)

Δp

p
0

t = 0
t1

ΣF Τ

N

w

ΣΣ

Α

υ = 0
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γ. Έστω Σ


F  η συνισταμένη δύναμη που ασκείται στο σώμα κατά τη διάρκεια της κίνησής του 
από τη χρονική στιγμή t = 0 τη χρονική στιγμή t1. 

Είναι: Σ ∆
∆





F
p

t
=   ή αλγεβρικά: Σ ∆

∆
F

p

t
=   ή  Σ ΝF = −2 . 

Επομένως, η συνισταμένη δύναμη 


F  που ασκείται στο σώμα έχει φορά προς τα αριστερά 
και το μέτρο της είναι: |ΣF| = 2 N.

δ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα κατά τη διάρκεια της κίνησής του είναι το βάρος του 


w,  η κάθετη δύναμη 


Ν  και η τριβή ολίσθησης 


Τ  από το δάπεδο. Επειδή το σώμα δεν κινείται 

στον άξονα ′y y  ισχύει: Σ
 

Fy = 0   ή  Ν − =w 0   ή  N = mg  ή  Ν = 10 Ν.

Είναι: Σ Σ Σ
  

F F Fx y= +   ή  Σ Σ
  

F Fx= + 0   ή  Σ Σ
 

F Fx=  

ή αλγεβρικά: ΣF = ΣFx  ή  Σ ΤF = −   ή  Τ = 2 Ν.

Ο συντελεστής τριβής ολίσθησης μ μεταξύ του σώματος και του οριζόντιου δαπέδου υπολογί-
ζεται από τη σχέση: Τ = μΝ  ή  μ = 0,2.

121. α. Έστω p0 το μέτρο της ορμής του σώματος τη χρονική στιγμή t = 0. Είναι:

p0 = mυ0  ή  p kg m s0 30= ⋅ / .

β. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα κατά τη 
διάρκεια της κίνησής του είναι το βάρος του w,  η 
κάθετη δύναμη 



Ν  και η τριβή ολίσθησης 


Τ  από το 
οριζόντιο δάπεδο. 

Είναι: Σ
 

Fy = 0   ή  Ν − =w 0   ή  N = mg  ή  Ν = 20 Ν.

Έστω dp

dt



 ο ρυθμός μεταβολής της ορμής του σώματος κατά τη διάρκεια της κίνησής του. 

Είναι: dp

dt
F





= Σ   ή  dp

dt
F Fx y



 

= +Σ Σ   ή  dp

dt
Fx



 

= +Σ 0   ή  dp

dt
Fx





= Σ  ή αλγεβρικά: dp

dt
Fx= Σ   

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά: dp

dt
= −Τ   ή  dp

dt
= −µΝ   ή  dp

dt
kg m s= − ⋅10 2/ . 

γ. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του σώματος στο χρονικό διάστημα από τη χρονική στιγμή 
t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι: ∆  p p p= −τελ αρχ  ή αλγεβρικά:

∆p p p= −τελ αρχ   ή  ∆p p= − +( )0 0   ή  ∆p kg m s= − ⋅30 /   ή  p kg m s= ⋅30 / . 

υ0

(+)p
0

t = 0
t1

Τ

N

w

ΣΣ

Α

υ = 0

p = 0
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δ. Επειδή η τριβή ολίσθησης που ασκείται στο σώμα από το οριζόντιο δάπεδο είναι σταθερή, ο 
ρυθμός μεταβολής της ορμής του σώματος είναι σταθερός. Συνεπώς, ισχύει:

dp

dt
T= −   ή  ∆

∆
p

t
T= −   ή  ∆p

t
T

1 0−
= −   ή  t

p
1 = −

∆
Τ

  ή  t1 = 3 s.

122. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 2.

α. dp
dt

kg m s= ⋅4 2/ .  β. p kg m s= ⋅8 / . γ. p kg m s= ⋅8 / . δ. υ = 4 m/s.

123. α. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα Σ κατά 
τη διάρκεια της κίνησής του είναι το βάρος του w,  
η κάθετη δύναμη 



Ν,  η τριβή ολίσθησης 


Τ  από το 
δάπεδο και η δύναμη 



F.  Αναλύουμε τη δύναμη 


F  σε 
δύο συνιστώσες: μια οριζόντια συνιστώσα 



Fx  και μια 
κατακόρυφη συνιστώσα 



Fy ,  όπως απεικονίζεται στο 
διπλανό σχήμα.

Είναι: Fx = Fσυνφ  ή  Fx = 12 N  και  Fy = Fημφ  ή  Fy = 16 N.

Επειδή το σώμα δεν κινείται στον άξονα ′y y, ισχύει:

Σ
 

Fy = 0   ή  Ν + − =F wy 0   ή  Ν = −mg Fy   ή  Ν = 4 Ν.

Το μέτρο της τριβής ολίσθησης υπολογίζεται από τη σχέση: Τ = μΝ  ή  T = 2 N.

Επειδή οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα είναι σταθερές, ο ρυθμός μεταβολής της ορμής 

του dp

dt



 κατά τη διάρκεια της κίνησής του είναι σταθερός. Είναι:

dp

dt
F





= Σ   ή  dp

dt
F Fx y



 

= +Σ Σ   ή  dp

dt
Fx



 

= +Σ 0   ή  dp

dt
Fx





= Σ   ή αλγεβρικά:  dp

dt
Fx= Σ   

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά:  dp

dt
Fx= − Τ   ή  dp

dt
kg m s= + ⋅10 2/ . 

β. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 

στιγμή t1. Είναι: dp

dt
Fx





= Σ   ή  αλγεβρικά:

dp

dt
Fx= Σ   ή  ∆

∆
Τ

p

t
Fx= −   ή  ∆ Τp F tx= −( ) 1   ή  ∆p kg m s= + ⋅40 /   ή  p kg m s= ⋅40 / . 

γ. Έστω p1  η ορμή του σώματος τη χρονική στιγμή t1. Είναι: ∆  p p p= −τελ αρχ   ή αλγεβρικά:

∆p p p= −τελ αρχ   ή  ∆p p= −1 0   ή  p1 = Δp  ή  p kg m s1 40= + ⋅ /   ή  p kg m s1 40= ⋅ / . 

x ́ x 

y ́

y 

υ1

(+)

p
1

t = 0

Τ

N

w

Σ ΣΣ

FFy

φ Fx

υ0 = 0

p0 = 0
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δ. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του σώματος Σ τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

|p1| = mυ1  ή  υ1 = 20 m/s.

124. α. Έστω p0 το μέτρο της ορμής του σώματος τη χρονική στιγμή t = 0. Είναι:

p0 = mυ0  ή  p kg m s0 2 4= ⋅, / . 

β. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του σώματος τη 
χρονική στιγμή t1. Είναι: υ υ α1 0 1= − t   ή  υ1 = 2 m/s.

Έστω p1 το μέτρο της ορμής του σώματος τη χρονική 
στιγμή t1. Είναι: p1 = mυ1  ή  p kg m s1 0 6= ⋅, / . 

γ. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t1. Είναι: ∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆  

p p p= −1 0  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ0: 

∆p p p= −1 0   ή  ∆p kg m s= − ⋅1 8, /   ή  p kg m s= ⋅1 8, / . 

δ. Έστω Σ


F  η συνισταμένη δύναμη που ασκείται στο σώμα από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη 

χρονική στιγμή t1. Είναι: Σ ∆
∆





F
p

t
=   ή αλγεβρικά:

Σ
∆
∆

F
p

t
=   ή  Σ ∆

F
p

t
=

1

  ή  ΣF N= −0 6,   ή  |ΣF| = 0,6 N. 

125. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 3. 

α. υmin = 10 m/s,  υmax = 20 m/s.     β. p kg m s1 5= + ⋅ / .     γ. Δp2 = 0.     δ. p kg m s3 10= − ⋅ / .

ε.   

t(s)
0

5

10 15

ΣF(Ν)

+1

–2

υ0

(+)p
0

υ1

p
1

t = 0 t1

ΣF
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126. α. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι η αλγεβρική τιμή της ορμής του σώματος τη 
χρονική στιγμή t1 = 2 s είναι p kg m s1 2= + ⋅ / .  Έστω υ1 η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του 
σώματος τη χρονική στιγμή t1. Είναι: p1 = m1υ1  ή  υ1 = +20 m/s  ή  |υ1| = 20 m/s.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ακόμη ότι η αλγεβρική τιμή της ορμής του σώματος τη 
χρονική στιγμή t2 = 4 s είναι p kg m s2 3= + ⋅ / .  

Έστω υ2 η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του σώματος τη χρονική στιγμή t2. Είναι:

p2 = m2υ2  ή  υ2 = +30 m/s  ή  |υ2| = 30 m/s.

β. Έστω ΣF1 η αλγεβρική τιμή της συνισταμένης δύναμης που ασκείται στο σώμα στο χρονικό 
διάστημα Δt1, από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 = 2 s. Είναι:

Σ
∆
∆

F
p

t
1

1

1

=   ή  ΣF1 = 0.

Έστω ΣF2 η αλγεβρική τιμή της συνισταμένης δύναμης που ασκείται στο σώμα στο χρονικό 
διάστημα Δt2, από τη χρονική στιγμή t1 = 2 s έως τη χρονική στιγμή t2 = 4 s. Είναι:

Σ
∆
∆

F
p

t
2

2

2

=   ή  ΣF
kg m s

s
2

3 2

4 2
=

−( ) ⋅
−( )

/
  ή  ΣF2 = +0,5 N.

Έστω ΣF3 η αλγεβρική τιμή της συνισταμένης δύναμης που ασκείται στο σώμα στο χρονικό 
διάστημα Δt3, από τη χρονική στιγμή t2 = 4 s έως τη χρονική στιγμή t3 = 7 s. Είναι:

Σ
∆
∆

F
p

t
3

3

3

=   ή  ΣF
kg m s

s
3

0 3

7 4
=

−( ) ⋅
−( )

/
  ή  Σ ΝF3 1= − . 

Στο διάγραμμα του διπλανού σχήματος απεικονίζεται 
η γραφική παράσταση της συνισταμένης δύναμης που 
ασκείται στο σώμα σε συνάρτηση με τον χρόνο από τη 
χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t3 = 7 s.

γ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα είναι το βάρος του w,  η 
δύναμη 



F,  η κάθετη δύναμη 


Ν  και η τριβή ολίσθησης 


Τ  από το 
οριζόντιο δάπεδο. 

Επειδή το σώμα δεν κινείται στον άξονα ′y y, ισχύει:

Σ
 

Fy = 0   ή  Ν − =w 0   ή  N = mg  ή  Ν = 1 Ν.

Είναι:  T = μΝ  ή  T = 0,2 N.

δ. Στο χρονικό διάστημα Δt1 ισχύει: Σ Σ Σ
  

F F Fx y1 = +   ή αλγεβρικά:

ΣF1 = ΣFx + 0  ή  ΣF F T1 = −   ή  0 = −F T   ή  F = T  ή  F = +0,2 N.

t(s)
0

2 4

7

–1

+0,5

ΣF(Ν)

FΤ
x ́ x 

y ́

y (+)

w

N
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Στο χρονικό διάστημα Δt2 ισχύει: Σ Σ Σ
  

F F Fx y2 = +  ή αλγεβρικά:

ΣF2 = ΣFx + 0  ή  ΣF F T2 = −   ή  F = +0,7 N.

Στο χρονικό διάστημα Δt3 ισχύει: Σ Σ Σ
  

F F Fx y3 = +   ή αλγεβρικά:

ΣF3 = ΣFx + 0  ή  ΣF F T3 = −   ή  F = −0 8, Ν.

Στο διάγραμμα του ακόλουθου σχήματος απεικονίζεται η γραφική παράσταση της αλγεβρικής 
τιμής της δύναμης 



F  σε συνάρτηση με τον χρόνο t από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t3 = 7 s.

t(s)
0

2 4

7

–0,8

+0,2

F(Ν)

+0,7

127. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 4.

α. p kg m s1 1= ⋅ / .       β. p kg m s2 0 2= ⋅, / .       γ. p kg m s= − ⋅1 2, / .       δ. |F| = 60 N.

128. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 4.

α. p kg m s1 4= ⋅ / , p kg m s2 2= ⋅ / .       β. p kg m s= ⋅6 / .       γ. |F| = 600 N.

129. α. Έστω p1 το μέτρο της ορμής της σφαίρας ακριβώς πριν από την κρούση με το δάπεδο. 
Είναι: p1 = mυ1  ή  p kg m s1 4= ⋅ / .

β. Έστω p2 το μέτρο της ορμής της σφαίρας αμέσως μετά την κρούση με το δάπεδο. Είναι:

p2 = mυ2  ή  p kg m s2 1= ⋅ / .

γ. Στο διπλανό σχήμα έχουν σχεδιαστεί τα διανύσματα των 
ορμών p1  και p2  της σφαίρας ακριβώς πριν και αμέσως 
μετά την κρούση με το δάπεδο αντίστοιχα.

Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής της σφαίρας εξαιτίας της 
κρούσης με το δάπεδο. Είναι:

∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆  

p p p= −2 1  

υ1

υ2

Γ

(+)

p
1

p
2

w

N
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ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα πάνω:

∆p p p= − −( )2 1   ή  Δp = p2 + p1  ή  ∆p kg m s= + ⋅5 /    ή  p kg m s� �5 / . 

δ. Έστω 


Ν  η μέση δύναμη που ασκείται στο σώμα από το δάπεδο κατά τη διάρκεια της κρού-

σης. Είναι:  Σ ∆
∆





F
p

t
=   ή αλγεβρικά:

Σ
∆
∆

F
p

t
=   ή  Ν ∆

− =w
p

t1

  ή  N mg
p

t
= +

∆
∆

  ή  N = 102 N. 

130. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 5.

α. p kg m s1 2� � / .           β. p kg m s2 1� � / .           γ. p kg m s� �3 / .           δ. Ν = 105 N.

131. α. Έστω p1 το μέτρο της ορμής της σφαίρας ακριβώς πριν από την κρούση με το έδαφος. 
Είναι: p1 = mυ1  ή  p1 = 0,6 kg · m/s.

Έστω p2 το μέτρο της ορμής της σφαίρας αμέσως μετά την κρούση με το έδαφος. Είναι:

p2 = mυ2  ή  p kg m s2 0 2� �, / .

β. Στο διπλανό σχήμα έχουν σχεδιαστεί τα διανύ-
σματα των ορμών p1  και p2  της σφαίρας.

Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής της σφαίρας 
εξαιτίας της κρούσης με το έδαφος. Είναι:

∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆  

p p p= −2 1  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα πάνω:

∆p p p= − −( )2 1   ή  ∆p kg m s= + ⋅0 8, /   

ή  p kg m s� �0 8, / . 

γ. Έστω Σ


F  η συνισταμένη δύναμη που ασκείται στο σώμα κατά τη διάρκεια της κρούσης με 

το έδαφος. Είναι: Σ ∆
∆





F
p

t
=   ή αλγεβρικά: Σ ∆

∆
F

p

t
=   ή  ΣF = +20 N  ή  |ΣF| = 20 N.

δ. Έστω 


Ν  η μέση δύναμη που ασκείται στο σώμα κατά τη διάρκεια της κρούσης με το έδαφος. 

Είναι: Σ Ν
 



F w= +   ή αλγεβρικά: ΣF N w= −   ή  N = ΣF + mg  ή  N = +22 N  ή  |N| = 22 N. 

ε. Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για την κίνηση της σφαίρας πριν από την κρούση μεταξύ των 
θέσεων Α και Γ που φαίνονται στο σχήμα, έχουμε: Εμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  ή  ΚΑ + UA = KΓ + UΓ

υ0 = 0

h

υ1

υ2

Α

Γ

(+)

p
1

p
2

w

N
βαρU 0
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ή θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που 

ταυτίζεται με το έδαφος: 0
1

2
01

2+ = +mgh mυ   ή  h
g

=
υ1

2

2
  ή  h = 0,45 m.

132. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 5.

α. p kg m s1 2 5� �, / . β. p kg m s2 2� � / . γ. p kg m s� �4 5, / . δ. |Ν| = 95 N.

133. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 6.

α. p kg m s0 15� � / . β. p kg m s1 25� � / . γ. dp
dt

kg m s� �5 2/ . δ. p kg m s� �20 / .

ε. s = 120 m.

134. α. Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία το σώμα φτάνει στο έδαφος. Είναι:

h gt=
1

2
2

2   ή  t2 = 3 s. Είναι: s = υ0t2  ή  υ0 = 20 m/s.

Έστω p0 το μέτρο της ορμής του σώματος τη χρονική στιγμή t = 0. Είναι:

p0 = mυ0  ή  p kg m s0 40� � / .

β. Έστω y η κατακόρυφη μετατόπιση του σώματος 
από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή 
t1. Από το διπλανό σχήμα προκύπτει:

y h h= − 1   ή  y = 20 m.

Είναι: y gt=
1

2
1

2   ή  t1 = 2 s.

Έστω υ1  η ταχύτητα του σώματος τη χρονική στιγ-
μή t1. Αναλύουμε την ταχύτητα υ1  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υ1x  και υ1y , όπως 
απεικονίζεται στο σχήμα. Το μέτρο της ταχύτητας υ1  υπολογίζεται από τη σχέση:

υ υ υ1 1

2

1

2= +x y   ή  υ υ1 0

2

1

2= + ( )gt   ή  υ1 20 2= m s/ . 

Έστω p1 το μέτρο της ορμής του σώματος τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

p1 = mυ1  ή  p kg m s1 40 2� � / .

γ. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σώμα κατά τη διάρκεια της οριζόντιας βολής που εκτε-

λεί είναι το βάρος του w.  Έστω dp

dt



 ο ρυθμός μεταβολής της ορμής του σώματος τη χρονική 

στιγμή t1. Είναι: dp

dt
F





= Σ    ή  dp

dt
w



=   ή αλγεβρικά:

x

y ́

x ́ υ0

υ1x

υ1υ1y

y

t2

t1

h

h1

y w

s
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dp

dt
w=    ή  dp

dt
mg=    ή  dp

dt
kg m s= + ⋅20 2/    ή  dp

dt
kg m s� �20 2/ .

δ. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t1. Επειδή το βάρος w  του σώματος είναι σταθερό, ο ρυθμός μεταβολής της ορμής του 

σώματος είναι σταθερός. Συνεπώς, ισχύει: dp

dt
F





= Σ   ή αλγεβρικά:

dp

dt
w=    ή  ∆

∆
p

t
w=    ή  Δp = mgt1  ή  ∆p kg m s= + ⋅40 /    ή  p kg m s� �40 / .

135. α. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος. Είναι:

υ
π

=
2 R

T
   ή  υ = 2 m/s.

Έστω p το μέτρο της ορμής του σώματος. Είναι: p = mυ  ή  p kg m s� �4 / .

β. Έστω dp

dt
 το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της ορμής το σώματος Σ. Είναι:

dp

dt
F= κ    ή  dp

dt

m

R
=

υ2

   ή  dp
dt

kg m s= ⋅4 2 / .  

γ. Στο σχήμα 1 έχουν σχεδιαστεί τα διανύσματα των 
ορμών p  και  ′p  του σώματος Σ τις χρονικές στιγμές  
t = 0 και t1 = T/2 αντίστοιχα.

Επειδή το σώμα Σ εκτελεί ομαλή κυκλική κίνηση, το μέ-
τρο της γραμμικής του ταχύτητας παραμένει σταθερό, 
οπότε τα μέτρα των ορμών του p  και  ′p  είναι ίσα. Συνε-
πώς, ισχύει: ′ =p p   ή  ′ = ⋅p kg m s4 / . 

Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του σώματος από τη χρο-
νική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆  p p p= ′ −   ή θεωρώντας ως θετική 
τη φορά της ορμής p :

∆p p p= − ′ −   ή  ∆p kg m s= − ⋅8 /   ή  p kg m s� �8 / .

δ. Στο σχήμα 2 έχουν σχεδιαστεί τα διανύσματα των ορ-
μών p  και  ′′p  του σώματος Σ τις χρονικές στιγμές t = 0 
και t2 αντίστοιχα. 

Επειδή το σώμα Σ εκτελεί ομαλή κυκλική κίνηση το μέ-
τρο της γραμμικής του ταχύτητας παραμένει σταθερό, 

R

R

Α

Σ

Σ

Κ

υ

t = 0

(+)

p

υʹpʹ

t1

Σχήμα 1

R

Σ

Σ

R

Α

Κ

υ

t = 0

p

υʹʹ

pʹʹ

t1

Σχήμα 2
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οπότε τα μέτρα των ορμών του p  και  ′′p  είναι ίσα. Δηλαδή, ισχύει:

′′ =p p   ή  ′′ = ⋅p kg m s4 / . 

Η μεταβολή της ορμής ∆p  του σώματος Σ στο χρονικό διάστημα Δt, από τη χρονική στιγμή  
t = 0 έως τη χρονική στιγμή t2, δίνεται από τη σχέση:

∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆  p p p= ′′ −   ή  ∆  p p p= ′′ + −( )  (1).

Από τη σχέση (1) προκύπτει ότι για να υπολογίσουμε τη μεταβολή της ορμής ∆p  του σώματος 
Σ στο χρονικό διάστημα Δt πρέπει να προσθέσουμε τα διανύσματα  ′′p  και −p.  

Επομένως, σχηματίζουμε τα διανύσματα  ′′p  και −( )p  με κοινή αρχή και 
στη συνέχεια χρησιμοποιούμε τον κανόνα του παραλληλόγραμμου για να 

σχηματίσουμε το διάνυσμα ∆


p,  όπως απεικονίζεται στο σχήμα 3.

Επειδή τα διανύσματα  ′′p  και −p  είναι κάθετα μεταξύ τους, το μέτρο της 
μεταβολής της ορμής του σώματος Σ στο χρονικό διάστημα Δt υπολογίζε-

ται από τη σχέση: ∆p p p= ′′ +2 2   ή  p kg m s= ⋅4 2 / .

136. α. Έστω p0 το μέτρο της ορμής του βλήματος 
ακριβώς πριν από την κρούση. Είναι:

p0 = mυ0  ή  p kg m s0 20= ⋅ / .

Έστω p  η ορμή του συσσωματώματος αμέσως μετά 
την κρούση. Είναι:  

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )=ολ(πριν)
 

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )= ολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ορμής p0:

p0 = p  ή  p kg m s� �20 / .

β. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση. Είναι:

p = (M + m)υ  ή  υ = 2 m/s.

γ. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του βλήματος εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p1 = −τελ αρχ   ή  ∆p m m1 0= −υ υ   ή  p kg m s1 19 6� � �, / . 

δ. Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p2 = −τελ αρχ   ή  ∆ Μp2 0= −υ   ή  Δp2 = Mυ  ή  p kg m s2 19 6� � �, / . 

pʹʹ

p

Δp

–p
φ

Σχήμα 3

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

p0 υ0

Σ

υ p

υ
Σ
 = 0
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οπότε τα μέτρα των ορμών του p  και  ′′p  είναι ίσα. Δηλαδή, ισχύει:

′′ =p p   ή  ′′ = ⋅p kg m s4 / . 

Η μεταβολή της ορμής ∆p  του σώματος Σ στο χρονικό διάστημα Δt, από τη χρονική στιγμή  
t = 0 έως τη χρονική στιγμή t2, δίνεται από τη σχέση:

∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆  p p p= ′′ −   ή  ∆  p p p= ′′ + −( )  (1).

Από τη σχέση (1) προκύπτει ότι για να υπολογίσουμε τη μεταβολή της ορμής ∆p  του σώματος 
Σ στο χρονικό διάστημα Δt πρέπει να προσθέσουμε τα διανύσματα  ′′p  και −p.  

Επομένως, σχηματίζουμε τα διανύσματα  ′′p  και −( )p  με κοινή αρχή και 
στη συνέχεια χρησιμοποιούμε τον κανόνα του παραλληλόγραμμου για να 

σχηματίσουμε το διάνυσμα ∆


p,  όπως απεικονίζεται στο σχήμα 3.

Επειδή τα διανύσματα  ′′p  και −p  είναι κάθετα μεταξύ τους, το μέτρο της 
μεταβολής της ορμής του σώματος Σ στο χρονικό διάστημα Δt υπολογίζε-

ται από τη σχέση: ∆p p p= ′′ +2 2   ή  p kg m s= ⋅4 2 / .

136. α. Έστω p0 το μέτρο της ορμής του βλήματος 
ακριβώς πριν από την κρούση. Είναι:

p0 = mυ0  ή  p kg m s0 20= ⋅ / .

Έστω p  η ορμή του συσσωματώματος αμέσως μετά 
την κρούση. Είναι:  

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )=ολ(πριν)
 

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )= ολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ορμής p0:

p0 = p  ή  p kg m s� �20 / .

β. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση. Είναι:

p = (M + m)υ  ή  υ = 2 m/s.

γ. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του βλήματος εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p1 = −τελ αρχ   ή  ∆p m m1 0= −υ υ   ή  p kg m s1 19 6� � �, / . 

δ. Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p2 = −τελ αρχ   ή  ∆ Μp2 0= −υ   ή  Δp2 = Mυ  ή  p kg m s2 19 6� � �, / . 

pʹʹ

p

Δp

–p
φ

Σχήμα 3

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

p0 υ0

Σ

υ p

υ
Σ
 = 0

137. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 7.

α. υ = 2 m/s. β. p kg m s1 6= − ⋅ / , p kg m s2 6� � � / .  

γ. F1 = 300 N, F2 = 300 N. δ. Eαπωλ = 24 J.

138. α. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των 
σωμάτων Σ1 και Σ2, θεωρώντας ως θετική τη 
φορά της ταχύτητας υ1,  έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)  

ή  m1υ1 = (m1 + m2)υ  ή  υ1 = 5 m/s.

β. Έστω Εαπωλ η απώλεια της μηχανικής ενέρ­
γειας του συστήματος των σωμάτων Σ1 και Σ2 
εξαι τίας της κρούσης. Είναι:

Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Εαπωλ υ υ= − +( )1

2

1

2
1 1

2

1 2

2m m m   ή  Eαπωλ = 15 J.

γ. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ1 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆p m m1 1 1 1= −υ υ   ή  ∆p kg m s1 6= − ⋅ /   ή  p kg m s1 6� � / . 

δ. Έστω F1 το μέτρο της μέσης δύναμης που ασκείται στο σώμα Σ1 από το σώμα Σ2 κατά τη 

διάρκεια της κρούσης. Είναι: F
p

t
1

1=
∆
∆

  ή  F1 = 600 N.

139. α. Στο διπλανό σχήμα έχουν σχεδιαστεί τα 
διανύσματα των ορμών p1  και p2  των σωμά-
των Σ1 και Σ2 αντίστοιχα ακριβώς πριν από την 
κρούση.

Έστω pολ πριν( )  η ορμή του συστήματος των δύο 
σωμάτων ακριβώς πριν από την κρούση. Είναι:
  

p p pολ πριν( ) = +1 2  ή αλγεβρικά: pολ(πριν) = p1 + p2

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά:

pολ = m1υ1 + m2υ2  ή  p kg m sολ = + ⋅15 /   ή  p kg m sολ � �15 / . 

β. Έστω p  η ορμή του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση. Από την Α.Δ.Ο. για το 
σύστημα των σωμάτων Σ1 και Σ2 κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  pολ(πριν) = p  ή  p kg m s= + ⋅15 /   ή  p kg m s� �15 / . 

υ1

Σ1 + Σ2

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)
υ

υ2 = 0

Σ1 Σ2

υ1 υ2

p1 p2

Σ1 + Σ2

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)
υ

p

Σ1 Σ2
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γ. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση. Είναι:

|p| = (m1 + m2)υ  ή  υ = 5 m/s.

δ. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ1 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆p m m1 1 1 1= −υ υ   ή  ∆p kg m s1 2= − ⋅ /   ή  p kg m s1 2� � / . 

140. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 8.

α. p kg m sολ πριν( ) � �15 / . β. υ = 5 m/s.   γ. p kg m s1 10� � / .

δ. p kg m s2 10� � / . ε. F2 = 200 N.

141. α. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος αμέ-
σως μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων κατά την κρούση 
έχουμε:  

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )=ολ(πριν)
 

p p ¬ολ πριν ολ µετ( ) ( )= ολ(μετά)  ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα 

δεξιά: m m m m1 1 2 2 1 2υ υ υ− = +( )   ή  υ = 3 m/s.

β. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ1 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆p m m1 1 1 1= −υ υ   ή  p kg m s1 18= − ⋅ / . 

Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ2 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆p m m2 2 2 2= − −( )υ υ   ή  Δp2 = m2(υ + υ2)  ή  p kg m s2 18� � � / . 

γ. Έστω Εαπωλ η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος των δύο σωμάτων εξαιτίας 
της κρούσης. Είναι:

Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Εαπωλ υ υ υ= + − +( )1

2

1

2

1

2
1 1

2

2 2

2

1 2

2m m m m   ή  Eαπωλ = 135 J.

142. α. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο 
σωμάτων κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας 


υ1:  m m m m1 1 2 2 1 2υ υ υ− = − +( )   ή  υ1 = 8 m/s.

υ1 υ2

Σ1 + Σ2

(+)

υ

Σ1 Σ2

υ1 υ2

Σ1 + Σ2

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)
υ

Σ1 Σ2
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β. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ1 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆p m m1 1 1 1= − −υ υ   ή  ∆p m1 1 1= − +( )υ υ

ή  ∆p kg m s1 28= − ⋅ /   ή  p kg m s1 28� � / . 

γ. Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ2 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆p m m2 2 2 2= − − −( )υ υ   ή  ∆p m2 2 2= −( )υ υ  

ή  ∆p kg m s2 28= + ⋅ /   ή  p kg m s2 28� � / . 

δ. Έστω Q το ποσό θερμότητας που εκλύεται στο περιβάλλον εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

Q ¬= −Κ Κολ πριν ολ µετ( ) ( )ολ(πριν)Q ¬= −Κ Κολ πριν ολ µετ( ) ( )ολ(μετά)  ή  Q m m m m= + − +( )1

2

1

2

1

2
1 1

2

2 2

2

1 2

2υ υ υ   ή  Q = 294 J.

ε. Το ζητούμενο ποσοστό υπολογίζεται από τη σχέση:

π
ολ πριν

= ⋅
QΚ

Κ ( )

%100   ή  π
υ υ

=
+

⋅
Q

m m

Κ

1

2

1

2

100

1 1

2

2 2

2

%   ή  π = 73%.

143. α. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σω-
μάτων Σ1 και Σ2 κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας 


υ1: m m m m1 1 2 2 1 2υ υ υ− = +( )   ή  m2 = 3 kg.

β. Έστω Εαπωλ η απώλεια της κινητικής ενέργειας του συστήματος των σωμάτων Σ1 και Σ2. 
Είναι:

Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Εαπωλ υ υ υ= + − +( )1

2

1

2

1

2
1 1

2

2 2

2

1 2

2m m m m   ή  Eαπωλ = 150 J.

γ. Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ2 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆p m m2 2 2 2= − −( )υ υ   ή  Δp2 = m2(υ + υ2)  ή  p kg m s2 15� � � / . 

δ. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ1 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆p m m1 1 1 1= −υ υ   ή  ∆p kg m s1 15= − ⋅ /   ή  ∆p kg m s1 15= ⋅ / . 

Έστω F1 το μέτρο της μέσης δύναμης που ασκείται στο σώμα Σ1 από το σώμα Σ2 κατά τη διάρ-

κεια της κρούσης. Είναι: F
p

t
1

1=
∆
∆

  ή  F1 = 1.500 N.

υ1 υ2

Σ1 + Σ2

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση
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υ
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144. α. Έστω υ3 το μέτρο της ταχύτητας του κιβω-
τίου αμέσως μετά την κρούση. 

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα βλήμα – κιβώτιο 
κατά την κρούση έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1:

mυ1 = Μυ3 + mυ2  ή  υ3 = 10 m/s.

β. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του κιβωτίου εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆ Μp1 3 0= −υ   ή  Δp1 = Mυ3  ή  ∆p kg m s1 5= + ⋅ /   

ή  p kg m s1 5� � / . 

γ. Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του βλήματος εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆p m m2 2 1= −υ υ   ή  ∆p kg m s2 5= − ⋅ /   ή  ∆p kg m s2 5= ⋅ / .

Έστω F το μέτρο της μέσης δύναμης που ασκείται στο βλήμα από το κιβώτιο κατά τη διάρκεια 

της κρούσης. Είναι: F
p

t
2

2=
∆
∆

  ή  F2 = 250 N.

δ. Έστω Q το ποσό θερμότητας που παράχθηκε εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

Q ¬= −Κ Κολ πριν ολ µετ( ) ( )ολ(πριν)Q ¬= −Κ Κολ πριν ολ µετ( ) ( )ολ(μετά)  ή  Q m m= − +





1

2

1

2

1

2
1 1

2

2

2

3

2υ υ υΜ   ή  Q = 350 J.

145. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 9.

α. � �2 4 m s/ . β. p kg m s1 16� � � / , p kg m s2 16� � � / . 

γ. F1 = 400 N, F2 = 400 N. δ. Εαπωλ = 0.

146. α. Έστω ′υ1  η ταχύτητα του σώματος Σ1 αμέ-
σως μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα σωμάτων Σ1 και Σ2 
κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1:

m m m1 1 1 1 2 2υ υ υ= +′   ή  ′ = −υ1 2 m s/ .

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

υ1

M

m

m υ
2

υ
3

Σ

υ = 0

υ1Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση
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υ = 0

Σ1 Σ2

Σ1 Σ2

υ2υ′1
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Επομένως, το σώμα Σ1 αμέσως μετά την κρούση κινείται προς την αντίθετη κατεύθυνση από 
την αρχική με ταχύτητα μέτρου � �1 2 m s/ . 

β. Έστω Εαπωλ η απώλεια της κινητικής ενέργειας του συστήματος των σωμάτων Σ1 και Σ2 εξαι-
τίας της κρούσης. Είναι:

Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Εαπωλ υ υ υ= − +





′
1

2

1

2

1

2
1 1

2

1 1

2

2 2

2m m m   ή  Eαπωλ = 30 J.

γ. Η ενέργεια Εμεταβ που μεταβιβάστηκε από το σώμα Σ1 στο Σ2 κατά την κρούση δίνεται από 
τη σχέση:

Εμετ = ΔΚ2  ή  Ε Κ Κµετ µετ πριν= −2 2( ) ( )¬2(μετά)Ε Κ Κµετ µετ πριν= −2 2( ) ( )¬ 2(πριν)  ή  Εµετ υ= −
1

2
02 2

2m   ή  Eμετ = 18 J.

δ. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ1 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆p m m1 1 1 1 1= −′υ υ   ή  p kg m s1 12� � � / . 

147. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 12.

α. υ1 = 8 m/s.         β. Q = 7.680 J.                γ. t1 = 1,6 s.           δ. s = 6,4 m.

148. α. Έστω υΣ  η ταχύτητα του συσσωμα-
τώματος αμέσως μετά την κρούση.

Οι δυνάμεις που ασκούνται στο συσσωμά-
τωμα κατά τη διάρκεια της κίνησής του είναι 
το βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



Ν  και η 
τριβή ολίσθησης 



Τ  από το οριζόντιο δάπεδο. 

Επειδή το συσσωμάτωμα δεν κινείται στον 
άξονα ′y y,  ισχύει:

Σ
 

Fy = 0   ή  Ν − =w 0   ή  N = (m1 + m2)g ή  N = 30 N.

Το μέτρο της τριβής ολίσθησης που ασκείται στο συσσωμάτωμα από το δάπεδο υπολογίζεται 
από τη σχέση: Τ = μΝ  ή  T = 9 N.

Για να υπολογίσουμε το μέτρο της ταχύτητας υΣ  του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρού-
ση, εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση που εκτελεί από τη χρονική στιγμή t = 0 αμέσως 
μετά την κρούση έως τη χρονική στιγμή t1 στην οποία ακινητοποιείται. Συνεπώς, έχουμε:

Κ Κτελ αρχ− = + +W W WT w N   ή  0
1

2
0 01 2

2− +( ) = − + +m m sυΣ Τ   ή  υΣ =
+

2

1 2

Ts

m m
  

ή  υΣ = 3 m/s.

υ1

Σ1 Σ2

(+)

υΣ

w

T
N

Σ1 
+

 
Σ2

Σ1 
+

 
Σ2

υ = 0

s
t = 0 t1

υ2 = 0Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση
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β. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων Σ1 και Σ2 κατά την κρούση, θεωρώντας ως 
θετική τη φορά προς τα δεξιά, έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  m1υ1 = (m1 + m2)υΣ  ή  υ1 = 9 m/s.

γ. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ1 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆ Σp m m1 1 1 1= −υ υ   ή  ∆p kg m s1 6= − ⋅ /   ή  p kg m s1 6� � / . 

δ. Έστω α το μέτρο της επιβράδυνσης του συσσωματώματος. Από τον θεμελιώδη νόμο τής 
μηχανικής έχουμε: ΣFx = (m1 + m2)α  ή  T = (m1 + m2)α  ή  α = 3 m/s2.

Είναι: υ υ α= −Σ t1   ή  0 1= −υ αΣ t   ή  t1 =
υ
α
Σ   ή  t1 = 1 s.

149. α. Έστω υΣ  το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση. 

Είναι: p = (m1 + m2)υΣ  ή  υΣ = 4 m/s.

β. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμά-
των Σ1 και Σ2 κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτη-

τας υ1 : m1υ1 = (m1 + m2)υΣ  ή  υ1 = 10 m/s.

γ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο συσσωμάτωμα κατά τη διάρκεια της κίνησής του στο ορι-
ζόντιο δάπεδο είναι το βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



Ν  και η τριβή ολίσθησης 


Τ  από το 

οριζόντιο δάπεδο. Επειδή το συσσωμάτωμα δεν κινείται στο άξονα ′y y, ισχύει: Σ
 

Fy = 0   ή  

N w− = 0   ή  N = (m1 + m2)g (1).

Έστω s το διάστημα που διανύει το συσσωμάτωμα από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την 
κρούση έως τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την 
κίνηση του συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 αμέσως μετά την κρούση έως την 
χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται, έχουμε:

ΔΚ = ΣWF  ή  Κ Κτελ αρχ− = + +W W WT w N   ή  0
1

2
0 01 2

2− +( ) = − + +m m sυΣ Τ  

ή  1

2
1 2

2m m s+( ) =υ µΣ Ν  

ή λόγω της σχέσης (1): 1

2
1 2

2

1 2m m m m gs+( ) = +( )υ µΣ   ή  s
g

=
υ
µ
Σ
2

2
  ή  s = 2 m.

υ1

Σ1 Σ2

(+)

υΣ

w

T
N

Σ1 
+

 
Σ2 Σ1 

+
 
Σ2

υ = 0

s

υ2 = 0Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση
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δ. Έστω QK το ποσό θερμότητας που παράχθηκε εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

QK ¬= −Κ Κολ πριν ολ µετ( ) ( )ολ(πριν)QK ¬= −Κ Κολ πριν ολ µετ( ) ( )ολ(μετά)  ή  Q m m mΚ Σ= − +( )1

2

1

2
1 1

2

1 2

2υ υ   ή  QK = 60 J.

Έστω QT το ποσό θερμότητας που παράχθηκε εξαιτίας της τριβής ολίσθησης που ασκείται στο 
συσσωμάτωμα κατά τη διάρκεια της κίνησής του, από τη χρονική στιγμή t = 0 αμέσως μετά την 
κρούση έως τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. Είναι:

QT = |WT|  ή  QT = Ts  ή  QT = 40 J.

Το ζητούμενο συνολικό ποσό θερμότητας είναι: Qολ = QK + QT  ή  Qολ = 100 J.

150. α. Έστω υΣ το μέτρο της ταχύτητας 
του συσσωματώματος αμέσως μετά την 
κρούση.

Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για 
το σύστημα των σωμάτων Σ1 και Σ2 κατά 
την κρούση έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της τα-
χύτητας υ1:

m m m m1 1 2 2 1 2υ υ υ− = +( ) Σ   ή  υΣ = 2 m/s.

β. Έστω Εαπωλ η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος των σωμάτων Σ1 και Σ2 
εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Ε Σαπωλ υ υ υ= + − +( )1

2

1

2

1

2
1 1

2

2 2

2

1 2

2m m m m   ή  Εαπωλ = 60 J.

γ. Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ2 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  Δp2 = m2υΣ –(– m2υ2)  ή  Δp2 = m2(υΣ + υ2)  ή  p kg m s2 12= + ⋅ / . 

δ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο συσσωμάτωμα κατά τη διάρκεια της κίνησής του στο ορι-
ζόντιο δάπεδο είναι το βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



Ν  και η τριβή ολίσθησης 


Τ  από το 
οριζόντιο δάπεδο. Επειδή το συσσωμάτωμα δεν κινείται στο άξονα ′y y, ισχύει:

Σ
 

F = 0   ή  N w− = 0   ή  N = (m1 + m2)g (1).

Έστω s το διάστημα που διανύει το συσσωμάτωμα από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την 
κρούση έως τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την 
κίνηση του συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 αμέσως μετά την κρούση έως την 
χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται, έχουμε: ΔΚ = ΣWF  ή  Κ Κτελ αρχ− = + +W W WT w N   

υ2
υ1

Σ1 Σ2

(+)

x ́

y 
υΣ

w

T
N

Σ1 
+

 
Σ2

Σ1 
+

 
Σ2

υ = 0x 

y ́
s
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ή  0
1

2
0 01 2

2− +( ) = − + +m m sυΣ Τ   ή  1

2
1 2

2m m s+( ) =υ µΣ Ν

ή λόγω της σχέσης (1): 1

2
1 2

2

1 2m m m m gs+( ) = +( )υ µΣ   ή  s
g

=
υ
µ
Σ
2

2
  ή  s = 1 m.

ε. Ο ρυθμός μεταβολής της ορμής του συσσωματώματος dp

dt



 είναι σταθερός κατά τη διάρκεια 

της κίνησής του. Είναι:

dp

dt
F





= Σ   ή  dp

dt
F Fx y



 

= +Σ Σ   ή  dp

dt
Fx



 

= +Σ 0   ή  dp

dt
Fx





= Σ  ή αλγεβρικά:

dp

dt
Fx= Σ   ή  dp

dt
= −Τ   ή  dp

dt
= −µΝ   ή  dp

dt
m m g= − +( )µ 1 2   ή  

dp
dt

kg m s� � �10 2/ . 

151. α. Έστω υΣ το μέτρο της ταχύτητας του 
συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο 
αυτοκινήτων κατά τη διάρκεια της κρούσης 
έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά:

m m m m1 1 2 2 1 2υ υ υ− = +( ) Σ   ή  υΣ = 10 m/s.

β. Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του αυτοκινήτου (2) εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆ Σp m m2 2 2 2= − −( )υ υ   ή  Δp2 = m2(υΣ + υ2) 

ή  ∆p kg m s2 20 000= + ⋅. /   ή  ∆p kg m s2 20 000= ⋅. / . 

Έστω F2 το μέτρο της μέσης δύναμης που ασκείται στο αυτοκίνητο (2) από το αυτοκίνητο (1) 

κατά τη διάρκεια της κρούσης. Είναι: F
p

t
2

2=
∆
∆

  ή  F2 = 200.000 N.

γ. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του οδηγού του αυτοκινήτου (1) κατά τη διάρκεια της κρού-
σης. Είναι: ∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆ Σp m m= −υ υ1   ή  ∆p kg m s= − ⋅800 / . 

Έστω F το μέτρο της μέσης δύναμης που ασκείται στον οδηγό του αυτοκινήτου (1) από τη ζώνη 

ασφαλείας κατά τη διάρκεια της κρούσης. Είναι: F
p

t
=

∆
∆

  ή  F = 8.000 N.

m1 m2

(+)

υΣ

w

T
N

m1 
+

 
m2

m1 
+

 
m2

υ = 0

s

υ2
υ1Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση



Κεφάλαιο 2ο:  Διατήρηση της ορµής

119

δ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο συσσωμάτωμα κατά τη διάρκεια της κίνησής του στο ορι-
ζόντιο δάπεδο είναι το βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



Ν  και η τριβή ολίσθησης 


Τ  από το 
οριζόντιο δάπεδο. Επειδή το συσσωμάτωμα δεν κινείται στο άξονα ′y y, ισχύει:

Σ
 

F = 0   ή  N w− = 0   ή  N = (m1 + m2)g (1).

Έστω s το διάστημα που διανύει το συσσωμάτωμα από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την 
κρούση έως τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για 
την κίνηση του συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 αμέσως μετά την κρούση έως τη 
χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται, έχουμε:

ΔΚ = ΣWF  ή  Κ Κτελ αρχ− = + +W W WT w N   ή  0
1

2
0 01 2

2− +( ) = − + +m m sυΣ Τ

ή  1

2
1 2

2m m s+( ) =υ µΣ Ν  ή λόγω της σχέσης (1):

1

2
1 2

2

1 2m m m m gs+( ) = +( )υ µΣ   ή  s
g

=
υ
µ
Σ
2

2
  ή  s = 12,5 m.

152. α. Έστω pολ πριν( )  η ορμή του συ-
στήματος των σωμάτων Σ1 και Σ2 ακρι-
βώς πριν από την κρούση. Είναι: 
  

p p pολ πριν( ) = +1 2  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της τα-
χύτητας υ1: p m mολ πριν υ υ( ) = −1 1 2 2   

ή  p kg m sολ πριν( ) = + ⋅12 /   ή  p kg m sολ πριν( ) � �12 / .

β. Έστω υΣ  η ταχύτητα του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση. Από την Α.Δ.Ο. για 
το σύστημα των σωμάτων Σ1 και Σ2 κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  pολ(πριν) = (m1 + m2)υΣ  ή  υΣ = +4 m/s.

γ. Bλέπε λύση βασικής άσκησης 13, ερώτ. β:  π = 66,67%.

δ. Bλέπε λύση βασικής άσκησης 13, ερώτ. γ: μ = 0,2.

153. α. Έστω υ1 η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του σώματος Σ1 ακριβώς πριν από την κρού-

ση. Είναι: υ1 =
∆
∆

x

t
  ή  υ1

12 0

2 0
=

−( )
−( )

m

s
  ή  υ1 = +6 m/s  ή  |υ1| = 6 m/s.

υ2
υ1

Σ1 Σ2

(+)

x ́

y 
υΣ

w
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+
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+
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β. Έστω ′υ1  η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του σώματος Σ1 αμέσως μετά την κρούση. Είναι:

′ =υ1

∆
∆

x

t
  ή  ′ =

−( )
−( )υ1

0 12

5 2

m

s
  ή  ′ = −υ1 4 m s/   ή  � �1 4 m s/ .

γ. Έστω υ2 η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του σώματος Σ2 αμέσως μετά τη κρούση. Από την 
Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων Σ1 και Σ2 κατά την κρούση έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή αλγεβρικά: m m m1 1 1 1 2 2υ υ υ= +′   ή  υ2 = +2 m/s  ή  2 2= m s/ .

δ. Έστω Δp1 η αλγεβρική τιμή της μεταβολής της ορμής του σώματος Σ1 εξαιτίας της κρούσης. 
Είναι: ∆p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆p m m1 1 1 1 1= −′υ υ   ή  p kg m s1 10� � � / . 

Έστω Δp2 η αλγεβρική τιμή της μεταβολής της ορμής του σώματος Σ2 εξαιτίας της κρούσης. 
Είναι: ∆p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆p m2 2 2 0= −υ   ή  p kg m s2 10� � � / . 

ε. Έστω Εαπωλ η απώλεια της κινητικής ενέργειας του συστήματος των δύο σωμάτων εξαιτίας 
της κρούσης. Είναι:

Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Εαπωλ υ υ υ= − +





′
1

2

1

2

1

2
1 1

2

1 1

2

2 2

2m m m   ή  Εαπωλ = 0.

154. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 10.

α. υ1 = 10 m/s. β. p kg m s1 10� � � / , p kg m s2 10� � � / .

γ. Ε = 75 J. δ. F1 = 200 N, F2 = 200 N.

155. α. Είναι: m = m1 + m2  ή  m2 = 1 kg.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων Σ1 και 
Σ2 κατά τη διάρκεια της έκρηξης – διάσπασης έχουμε: 
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της 

ταχύτητας υ1 : 0 1 1 2 2= −m mυ υ   ή  m1υ1 = m2υ2  

ή  υ2 = 6 m/s.

β. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ1 εξαιτίας της έκρηξης – διάσπασης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆p m1 1 1 0= −υ   ή  Δp1 = m1υ1  ή  p kg m s1 6� � � / . 

Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ2 εξαιτίας της έκρηξης – διάσπασης. Είναι:

∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆p m2 2 20= − υ   ή  ∆p m2 2 2= − υ   ή  p kg m s2 6� � � / . 

m2 m1

m

(+) υ = 0

υ2 υ1

Ακριβώς πριν από την 

έκρηξη – διάσπαση

Αμέσως μετά την 

έκρηξη – διάσπαση
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β. Έστω ′υ1  η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του σώματος Σ1 αμέσως μετά την κρούση. Είναι:

′ =υ1

∆
∆
x

t
  ή  ′ =

−( )
−( )υ1

0 12

5 2

m

s
  ή  ′ = −υ1 4 m s/   ή  � �1 4 m s/ .

γ. Έστω υ2 η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του σώματος Σ2 αμέσως μετά τη κρούση. Από την 
Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων Σ1 και Σ2 κατά την κρούση έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή αλγεβρικά: m m m1 1 1 1 2 2υ υ υ= +′   ή  υ2 = +2 m/s  ή  2 2= m s/ .

δ. Έστω Δp1 η αλγεβρική τιμή της μεταβολής της ορμής του σώματος Σ1 εξαιτίας της κρούσης. 
Είναι: ∆p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆p m m1 1 1 1 1= −′υ υ   ή  p kg m s1 10� � � / . 

Έστω Δp2 η αλγεβρική τιμή της μεταβολής της ορμής του σώματος Σ2 εξαιτίας της κρούσης. 
Είναι: ∆p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆p m2 2 2 0= −υ   ή  p kg m s2 10� � � / . 

ε. Έστω Εαπωλ η απώλεια της κινητικής ενέργειας του συστήματος των δύο σωμάτων εξαιτίας 
της κρούσης. Είναι:

Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Εαπωλ υ υ υ= − +





′
1

2

1

2

1

2
1 1

2

1 1

2

2 2

2m m m   ή  Εαπωλ = 0.

154. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 10.

α. υ1 = 10 m/s. β. p kg m s1 10� � � / , p kg m s2 10� � � / .

γ. Ε = 75 J. δ. F1 = 200 N, F2 = 200 N.

155. α. Είναι: m = m1 + m2  ή  m2 = 1 kg.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων Σ1 και 
Σ2 κατά τη διάρκεια της έκρηξης – διάσπασης έχουμε: 
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της 

ταχύτητας υ1 : 0 1 1 2 2= −m mυ υ   ή  m1υ1 = m2υ2  

ή  υ2 = 6 m/s.

β. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ1 εξαιτίας της έκρηξης – διάσπασης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆p m1 1 1 0= −υ   ή  Δp1 = m1υ1  ή  p kg m s1 6� � � / . 

Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ2 εξαιτίας της έκρηξης – διάσπασης. Είναι:

∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆p m2 2 20= − υ   ή  ∆p m2 2 2= − υ   ή  p kg m s2 6� � � / . 

m2 m1

m

(+) υ = 0

υ2 υ1

Ακριβώς πριν από την 

έκρηξη – διάσπαση

Αμέσως μετά την 

έκρηξη – διάσπαση

γ. Έστω Ε η ενέργεια που ελευθερώθηκε από την έκρηξη – διάσπαση. Είναι:

Ε Κ Κ= −ολ µετ ολ πριν( ) ( )¬ολ(μετά)Ε Κ Κ= −ολ µετ ολ πριν( ) ( )¬ ολ(πριν)  ή  Ε = + −
1

2

1

2
01 1

2

2 2

2m mυ υ   ή  Ε = +
1

2

1

2
1 1

2

2 2

2m mυ υ   ή  Ε = 24 J.

δ. Επειδή το δάπεδο είναι λείο, τα σώματα μετά την έκρηξη εκτελούν ευθύγραμμες ομαλές 
κινήσεις. Έστω s1 το διάστημα που διανύει το σώμα Σ1 στο οριζόντιο δάπεδο από τη χρονική 
στιγμή t = 0 αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

s1 = υ1t1  ή  s1 = 4 m.

Έστω s2 το διάστημα που διανύει το σώμα Σ2 από τη χρονική στιγμή t = 0 αμέσως μετά την 
έκρηξη – διάσπαση έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι: s2 = υ2t1  ή  s2 = 12 m.

Έστω d η απόσταση μεταξύ των σωμάτων Σ1 και Σ2 τη χρονική στιγμή t1. Επειδή τα δύο σώμα-
τα κινούνται μετά την έκρηξη προς αντίθετες κατευθύνσεις, ισχύει: d = s1 + s2  ή  d = 16 m.

156. α. Είναι: m = m1 + m2  ή  m = 3 kg.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων Σ1 και 
Σ2 κατά την έκρηξη, θεωρώντας ως θετική τη φορά 
της ταχύτητας υ,  έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)  

ή  mυ = m1υ1 + m2υ2  ή  1 10= − m s/ .

Επομένως, το σώμα Σ1 αμέσως μετά την έκρηξη – 
διάσπαση κινείται με ταχύτητα υ1  που έχει αντίθετη 
φορά από τη φορά της ταχύτητας υ  του σώματος Σ πριν από την έκρηξη.

β. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ1 εξαιτίας της έκρηξης – διάσπασης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή αλγεβρικά:  ∆p m m1 1 1 1= −υ υ   ή  p kg m s1 20= − ⋅ / . 

Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ2 εξαιτίας της έκρηξης – διάσπασης. Είναι:

∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή αλγεβρικά:  ∆p m m2 2 2 2= −υ υ   ή  p kg m s2 20� � � / . 

γ. Έστω Ε η ενέργεια που ελευθερώθηκε από την έκρηξη – διάσπαση. Είναι:

Ε Κ Κ= −ολ µετ ολ πριν( ) ( )¬ολ(μετά)Ε Κ Κ= −ολ µετ ολ πριν( ) ( )¬ ολ(πριν)  ή  Ε = + −
1

2

1

2

1

2
1 1

2

2 2

2 2m m mυ υ υ   ή  Ε = 300 J.

m1 m2

m

(+)

υ1 υ2

υ Ακριβώς πριν από την 

έκρηξη – διάσπαση

Αμέσως μετά την 

έκρηξη – διάσπαση
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157. α. Είναι: Μ = m1 + m2  ή  M = 4m1  

ή  m1 = 5.000 kg. Συνεπώς, είναι:

m2 = 3m1  ή  m2 = 15.000 kg.

Έστω υ2  η ταχύτητα του τμήματος (2) του πυ-
ραύλου αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των τμημάτων 
(1) και (2) του πυραύλου κατά την έκρηξη – διάσπαση έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ: Μυ υ υ= − +m m1 1 2 2   ή  υ2 = 400 m/s.

β. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του τμήματος (1) εξαιτίας της έκρηξης – διάσπασης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆p m m1 1 1 1= − −υ υ   ή  p kg m s1
63 10� � � � / . 

Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του τμήματος (2) εξαιτίας της έκρηξης – διάσπασης. Είναι:

∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆p m m2 2 2 2= −υ υ   ή  p kg m s2
63 10� � � � / . 

γ. Έστω F1 η μέση δύναμη που ασκείται στο τμήμα (1) από το τμήμα (2) κατά τη διάρκεια της 

έκρηξης – διάσπασης. Είναι: F
p

t
1

1=
∆
∆

  ή  F N1
73 10� � � . 

Έστω F2 η μέση δύναμη που ασκείται στο τμήμα (2) από το τμήμα (1) κατά τη διάρκεια της 

έκρηξης – διάσπασης. Είναι: F
p

t
2

2=
∆
∆

  ή  F N2
73 10� � � . 

δ. Έστω Ε η ενέργεια που ελευθερώθηκε κατά τη διάρκεια της έκρηξης – διάσπασης. Είναι:

Ε Κ Κ= −ολ µετ ολ πριν( ) ( )¬ολ(μετά)Ε Κ Κ= −ολ µετ ολ πριν( ) ( )¬ ολ(πριν)  ή  Ε Μ= + −
1

2

1

2

1

2
1 1

2

2 2

2 2m mυ υ υ   ή  E J� �12 108 . 

158. α. Έστω υ2  η ταχύτητα του πυροβόλου αμέσως μετά την εκτόξευση του βλήματος.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα πυροβόλο – βλήμα κατά την εκτόξευση του βλήματος έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά) ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1: 

0 2 1= − +Μυ υm   ή  Μυ2 = mυ1  ή  υ2 = 0,4 m/s.

(+)

w

Μ + m

Μ Μ m

s

υ = 0

υ = 0 T
N υ2 υ1

Ακριβώς πριν από

την εκτόξευση

του βλήματος

Αμέσως μετά

την εκτόξευση

του βλήματος

M
m2

m1

υ υ2

υ1

(+)

Ακριβώς πριν από την 

έκρηξη – διάσπαση

Αμέσως μετά την 

έκρηξη – διάσπαση
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β. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο πυροβόλο κατά τη διάρκεια της κίνησής του είναι το βάρος 
του w,  η κάθετη δύναμη 



Ν  και η τριβή ολίσθησης 


Τ  από το οριζόντιο δάπεδο. Είναι:

Σ
 

Fy = 0   ή  Ν − =w 0   ή  N = Mg  ή  Ν = 10.000 Ν.

Το μέτρο της τριβής ολίσθησης που ασκείται στο πυροβόλο από το οριζόντιο δάπεδο υπολογί-
ζεται από τη σχέση: T = μΝ  ή  T = 4.000 N.

Έστω α το μέτρο της επιβράδυνσης του πυροβόλου. Είναι:

ΣFx = mα  ή  T = Mα  ή  α = 4 m/s2.

Έστω Δt το χρονικό διάστημα της κίνησης του πυροβόλου στο οριζόντιο δάπεδο. Είναι:

υ υ α= −2 ∆t   ή  0 2= −υ α∆t   ή  ∆t =
υ
α

2   ή  Δt = 0,1 s.

γ. Έστω s το διάστημα που διανύει το πυροβόλο στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

s t t= −υ α2

21

2
∆ ∆   ή  s = 0,02 m.

159. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 11.

α. υ2 = 2 m/s. β. p kg m s2 0 4� �, / .  γ. s2 = 0,4 m. δ. Uελ = 1,2 J.

160. α. Η αρχική ορμή του συστήματος των δύο παγοδρόμων είναι ίση με μηδέν. Έστω υ1  η 
ταχύτητα του παγοδρόμου (1) στο τέλος του χρονικού διαστήματος Δt. Το σύστημα των δύο πα-
γοδρόμων είναι μονωμένο, οπότε η ορμή του διατηρείται σταθερή και ίση με μηδέν. Επομένως, 
οι δύο παγοδρόμοι στο τέλος του χρονικού διαστήματος Δt κινούνται έχοντας αντίθετες ορμές. 
Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο παγοδρόμων έχουμε:  

p p�� ��� �� ���( ) ( )�  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ2:

0 1 1 2 2= − +m mυ υ   ή  m1υ1 = m2υ2  ή  υ1 = 5 m/s.

β. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του παγοδρόμου (1) στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

∆  

p p p1 1 1= −τελ αρχ( ) ( )   ή  ∆p m1 1 1 0= − −υ   ή  ∆p m1 1 1= − υ   ή  p kg m s1 400� � � / . 

Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του παγοδρόμου (2) στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

∆  

p p p2 2 2= −τελ αρχ( ) ( )   ή  ∆p m2 2 2 0= −υ   ή  Δp2 = m2υ2  ή  p kg m s2 400� � � / . 

γ. Έστω F2 το μέτρο της μέσης δύναμης που άσκησε ο παγοδρόμος (1) στον παγοδρόμο (2) 

κατά τη διάρκεια του χρονικού διαστήματος Δt. Είναι: F
p

t
2

2=
∆
∆

  ή  F2 = 4.000 N. 
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δ. Έστω F1 το μέτρο της μέσης δύναμης που άσκησε ο παγοδρόμος (2) στον παγοδρόμο (1) 

κατά τη διάρκεια του χρονικού διαστήματος Δt. Είναι: F
p

t
1

1=
∆
∆

  ή  F1 = 4.000 N. 

ε. Οι δύο παγοδρόμοι κινούνται για χρονικό διάστημα: ∆ ∆′ = −t t t1   ή  ∆ ′ =t s2 . 

Έστω s1 το διάστημα που διανύει ο παγοδρόμος (1) στο χρονικό διάστημα ∆ ′t .  Είναι:

s t1 1= ′υ ∆   ή  s1 = 10 m.

Έστω s2 το διάστημα που διανύει ο παγοδρόμος (2) στο χρονικό διάστημα ∆ ′t .  Είναι:

s t2 2= ′υ ∆   ή  s2 = 16 m.

Έστω d η απόσταση των δύο παγοδρόμων τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

d = s1 + s2  ή  d = 26 m.

161. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 17.

α. Το σφαιρίδιο Σ1 αποκτά αμέσως μετά την κρούση ταχύτητα  ′υ1  που έχει αντίθετη φορά από 
τη φορά της ταχύτητας υ1  και μέτρο � �1 4 m s/ . 

β. Eαπωλ = 0 J.  γ. ω1 = ω2 = 4 rad/s. δ. t = 0,25π s. ε. Δθ1 = π rad.

162. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 16.

α. υ1 = 5 m/s. β. υ = 1 m/s.  γ. 
T
T
1

2

5= . δ. Δθ = 6π rad. 

ε. N = 3 περιφορές.

163. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 18.

α. υ = 3 m/s. β. T = 120 N.  γ. π = 95%. δ. h = 0,45 m.  ε.  � �60 .

164. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 19.

α. υ1 = 5 m/s. β. υ = 3 m/s. γ. Τ1 = 150 Ν,  Τ2 = 103,2 Ν. δ. h = 0,45 m.

165. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 20.

α. υ = 4 m/s. β. p kg m s1 12� � / . γ. Q = 96 J.
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166. α.  Έστω p1 το μέτρο της ορμής της σφαίρας ακριβώς πριν από την κρούση με το δάπεδο. 
Είναι: p1 = mυ1  ή  p kg m s1 0 5= ⋅, / .

Έστω p2 το μέτρο της ορμής της σφαίρας αμέσως μετά την κρούση με το δάπεδο. Είναι:

p2 = mυ2  ή  p kg m s2 0 2= ⋅, / .

Στο διπλανό σχήμα έχουν σχεδιαστεί τα δια­
νύσματα των ορμών p1  και p2  της σφαίρας.

Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής της σφαίρας 
εξαιτίας της κρούσης με το δάπεδο. Είναι:

∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆  

p p p= −2 1 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα πάνω:

∆p p p= − −( )2 1   ή  ∆p kg m s= + ⋅0 7, /   

ή  p kg m s� �0 7, / . 

β. Έστω Σ


F  η συνισταμένη δύναμη που ασκείται στη σφαίρα κατά τη διάρκεια της κρούσης με 

το δάπεδο. Είναι: Σ ∆
∆





F
p

t
=   ή αλγεβρικά:  Σ ∆

∆
F

p

t
=   ή  ΣF = +7 N.  

Έστω 


Ν  η μέση δύναμη που ασκείται στη σφαίρα κατά τη διάρκεια της κρούσης με το δάπεδο. 
Είναι: Σ Ν

 



F w= +   ή αλγεβρικά:  ΣF N w= −   ή  N = ΣF + mg  ή  N = 8 N  ή  |N| = 8 N. 

γ. Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για την κίνηση της σφαίρας πριν από την κρούση μεταξύ των 
θέσεων Α και Γ που φαίνονται στο σχήμα, έχουμε: Εμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  ή  ΚΑ + UA = KΓ + UΓ.

ή θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που 

ταυτίζεται με το δάπεδο: 0
1

2
01

2+ = +mgh mυ   ή  h
g

=
υ1

2

2
  ή  h = 1,25 m.

δ. Το ζητούμενο ποσοστό υπολογίζεται από τη σχέση:

π
µηχ αρχ

= ⋅
Q

E

K

( )

%100   ή  π
υ υ

=
−

⋅

1

2

1

2 100
1 1

2

2

2m m

mgh
%   ή  π = 84%.

167. α. Επειδή, σύμφωνα με τη δοθείσα χρονική εξίσωση της ορμής, η ορμή του σώματος με-
ταβάλλεται γραμμικά σε συνάρτηση με τον χρόνο, ο ρυθμός μεταβολής της ορμής του σώματος 
κατά τη διάρκεια της κίνησής του είναι σταθερός και ίσος με τον συντελεστή του χρόνου t.  

υ0 = 0

h

υ1

υ2

Α

Γ

(+)

p
1

p
2

w

N

βαρU 0
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Συνεπώς, από τη δοθείσα χρονική εξίσωση της ορμής του σώματος προκύπτει ότι ο ρυθμός 

μεταβολής της ορμής του είναι: dp
dt

kg m s= − ⋅15 /  

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σώμα κατά τη διάρκεια της κίνησής του είναι το βάρος 

του. Συνεπώς, ισχύει: dp

dt
w= −   ή  dp

dt
mg= −   ή  m = 1,5 kg.

β. Τη χρονική στιγμή t1 στην οποία το σώμα φτάνει στο μέγιστο ύψος η ορμή του είναι ίση με 
μηδέν. Από τη δοθείσα χρονική εξίσωση της ορμής του σώματος, για p = 0 και t = t1, προκύπτει 

ότι: 0 30 15 1= − t  (S.I.)  ή  t1 = 2 s.

γ. Από τη δοθείσα χρονική εξίσωση της ορμής του σώματος προκύπτει ότι η ορμή του σώματος 
τη χρονική στιγμή t = 0 είναι: p kg m s0 30= ⋅ / .  Έστω υ0 το μέτρο της ταχύτητας του σώματος 
τη χρονική στιγμή t = 0. Είναι: p0 = mυ0  ή  υ0 = 20 m/s.

Το σώμα κατά την άνοδό του εκτελεί ομαλά επιβραδυνόμενη κίνηση με επιβράδυνση α,  της 
οποίας το μέτρο είναι ίσο με το μέτρο g της επιτάχυνσης της βαρύτητας. Έστω h το μέγιστο 
ύψος πάνω από το έδαφος στο οποίο φτάνει το σώμα τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

h t gt= −υ0 1 1

21

2
  ή  h = 20 m.

δ. Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία το σώμα επιστρέφει στο έδαφος. Η μετατόπιση Δx του 
σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t2 είναι ίση με μηδέν. Συνεπώς, 

ισχύει: ∆x t gt= −υ0 2 2

21

2
  ή  0

1

2
0 2 2

2= −υ t gt   ή  t
g

2

02
=

υ
  ή  t2 = 4 s.

Έστω p1 η αλγεβρική τιμή της ορμής του σώματος τη χρονική στιγμή t2. Από τη δοθείσα χρο-
νική εξίσωση της ορμής του σώματος, για t = t2 = 4 s και p = p1, προκύπτει: p kg m s1 30= − ⋅ / . 

Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του σώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγ-
μή t2. Είναι: ∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆  

p p p= −1 0   ή αλγεβρικά: ∆p p p= −1 0   ή  p kg m s� � �60 / .

168. α. Για να υπολογίσουμε το μέτρο της ταχύτη-
τας υ1  της μπάλας τη χρονική στιγμή ακριβώς πριν 
από την κρούση της με το έδαφος, εφαρμόζουμε 
την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας 
για την κίνηση της μπάλας μεταξύ των θέσεων Α 
και Γ που φαίνονται στο διπλανό σχήμα, θεωρώ-
ντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής 
ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που ταυτίζεται με 

υ0 = 0

h1

h2

t = 0

υ = 0

υ1

υ2

Α

Γ Γ

Δ
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p
1

p
2

w

N

βαρU 0

Σχήμα 1



Κεφάλαιο 2ο:  Διατήρηση της ορµής

127

το έδαφος.Συνεπώς, έχουμε: Εμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  ή  ΚΑ + UA = KΓ + UΓ  

ή  0
1

2
01 1

2+ = +mgh mυ   ή  υ1 12= gh .  ή  υ1 = 4 m/s.

β. Για να υπολογίσουμε το μέτρο της ταχύτητας υ2  της μπάλας τη χρονική στιγμή ακριβώς 
μετά την κρούση με το έδαφος εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας 
για την κίνηση της μπάλας μεταξύ των θέσεων Γ και Δ που φαίνονται στο προηγούμενο σχήμα, 
θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που 
ταυτίζεται με το δάπεδο. Έχουμε:

Εμηχ(Γ) = Εμηχ(Δ)  ή  ΚΓ + UΓ = KΔ + UΔ  ή  1

2
0 02

2

2m mghυ + = +   ή  υ2 22= gh   ή  υ2 = 2 m/s.

Έστω p1 το μέτρο της ορμής της μπάλας ακριβώς πριν από την κρούση της με το έδαφος. Είναι:

p1 = mυ1  ή  p kg m s1 0 4= ⋅, / .

Έστω p2 το μέτρο της ορμής της μπάλας τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την κρούση της με το 
έδαφος. Είναι: p2 = mυ2  ή  p kg m s2 0 2= ⋅, / .

Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής της μπάλας εξαιτίας της κρούσης με το έδαφος. Είναι:

∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆  

p p p= −2 1   ή θεωρώντας ως θετική φορά προς τα πάνω:

∆p p p= − −( )2 1   ή  Δp = p2 + p1  ή  ∆p kg m s= + ⋅0 6, / .

Συνεπώς, η μεταβολή p  της ορμής της μπάλας είναι κατακόρυφη με φορά προς τα πάνω 

και το μέτρο της είναι: p kg m s� �0 6, / .

γ. Έστω Δt η ζητούμενη χρονική διάρκεια. Είναι: Σ ∆
∆





F
p

t
=   

ή αλγεβρικά: Σ ∆
∆

F
p

t
=   ή  Δt = 0,1 s.

δ. Έστω υ3  η ταχύτητα με την οποία προσκρούει η 
μπάλα στο έδαφος για δεύτερη φορά και υ4  η ταχύ-
τητά της αμέσως μετά τη δεύτερη κρούση της με το 
έδαφος.

Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για την κίνηση της μπά-
λας μεταξύ των θέσεων Δ και Γ που φαίνονται στο δι-
πλανό σχήμα 2, έχουμε:

Εμηχ(Δ) = Εμηχ(Γ)  ή  ΚΔ + UΔ = KΓ + UΓ  ή  0
1

2
02 3

2+ = +mgh mυ   ή  υ3 22= gh   ή  υ3 = 2 m/s.

h2

h3

υ = 0

υ = 0

υ3

Δ

Γ

Ζ

υ4Γ βαρU 0
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Έστω Κ η κινητική ενέργεια της μπάλας τη χρονική στιγμή ακριβώς πριν από την κρούση 
της με το έδαφος για δεύτερη φορά και ′Κ  η κινητική της ενέργεια αμέσως μετά την κρούση 
της με το έδαφος για δεύτερη φορά. Η απώλεια, Εαπωλ, της κινητικής ενέργειας της μπάλας 

κατά την κρούση της με το έδαφος για δεύτερη φορά δίνεται από τη σχέση: Ε Καπωλ =
50

100
  ή  

Κ Κ Κ− ′ =
1

2
  ή  ′ =Κ Κ

1

2
  ή  1

2

1

2

1

2
4

2

3

2m mυ υ=   ή  υ υ4 3

2

2
=   ή  υ4 2= m s/ .

Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για τη κίνηση της μπάλας μεταξύ των θέσεων Γ και Ζ που φαίνο-
νται στο σχήμα 2, έχουμε: 

Εμηχ(Γ) = Εμηχ(Ζ)  ή  ΚΓ + UΓ = KΖ + UΖ  ή  1

2
0 04

2

3m mghυ + + = +   ή  h3 = 0,1 m.

169. α. Η μπάλα του τένις εκτελεί οριζόντια βολή από ύψος h πάνω από το έδαφος με αρχική 
ταχύτητα υ0 .  Έστω Δt το χρονικό διάστημα στο οποίο η μπάλα του τένις εκτελεί την οριζόντια 

βολή. Είναι: h g t= ( )1

2

2∆   ή  Δt = 0,7 s.

β. Έστω υ  η ταχύτητα με την οποία φτάνει η μπάλα 
του τένις στο έδαφος. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  σε 
δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως 
απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα 1. Το μέτρο της ταχύ-

τητας υ  υπολογίζεται από τη σχέση: υ υ υ= +x y

2 2   ή  

υ υ= + ( )0

2 2
g t∆   ή  υ = 21 m/s.

Έστω s το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί 
η μπάλα του τένις. Είναι: s = υ0Δt  ή  s = 14 m.

γ. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής της μπάλας εξαιτίας της επαφής της με 
τη ρακέτα. Είναι: ∆  p p p= −τελ αρχ   

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ0:

∆p m= −υ0 0   ή  Δp = mυ0  ή  ∆p kg m s= + ⋅1 2, /   ή  ∆p kg m s= ⋅1 2, / .

Έστω Δt το χρονικό διάστημα της επαφής της μπάλας με τη ρακέτα. Είναι:

Σ
∆
∆

F
p

t
=   ή  ∆

∆
Σ

t
p

F
=   ή  Δt = 0,005 s.

x

yʹ

x ́ O υ0

h

υ

υx

υy

y

s

Σχήμα 1
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δ. Η οριζόντια απόσταση του φιλέ από το σημείο 
Ο στο οποίο η ρακέτα χτύπησε την μπάλα του 
τένις είναι d = 12 m, ενώ το ύψος του φιλέ είναι  
h1 = 0,912 m, όπως φαίνεται στο σχήμα 3.

Έστω ∆ ′t  το χρονικό διάστημα κίνησης της μπά-
λας από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά το χτύ-
πημα της ρακέτας μέχρι τη χρονική στιγμή στην 
οποία μετατοπίζεται οριζόντια από την αρχική 
της θέση κατά d. Είναι: d t= ′υ0∆   ή  ∆ ′ =t s0 6, . 

Έστω y η κατακόρυφη μετατόπιση της μπάλας στο 

χρονικό διάστημα ∆ ′t .  Είναι: y g t= ′( )1

2

2∆   ή  y = 1,8 m.

Έστω h2 το ύψος πάνω από το έδαφος στο οποίο βρίσκεται η μπάλα τη χρονική στιγμή στην 
οποία έχει μετατοπιστεί οριζόντια από την αρχική της θέση κατά d. Είναι:

h h y2 = −   ή  h2 = 0,65 m. Επειδή είναι h2 < h1, η μπάλα χτυπά στο φιλέ.

170. α. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του συσ-
σωματώματος.

Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για το σύστη-
μα των δύο σωμάτων κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά:

mυ0 = (Μ + m)υ1  ή  υ1 = 6 m/s.

β. Έστω Εαπωλ η απώλεια της κινητικής ενέργειας του συστήματος κιβώτιο – βλήμα εξαιτίας της 

κρούσης. Είναι: Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Ε Μαπωλ υ υ= − +( )1

2

1

2
0

2

1

2m m   ή  Eαπωλ = 582 J. 

γ. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του κιβωτίου εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬= −µετ πρινμετά∆  

p p p¬= −µετ πρινπριν  ή  Δp = Mυ1  ή  ∆p kg m s= + ⋅5 82, / .

Έστω F το μέτρο της μέσης δύναμης που άσκησε το βλήμα στο κιβώτιο κατά τη διάρκεια της 

κρούσης. Είναι: F
p

t
=

∆
∆

  ή  F = 582 N.

x

y ́

x ́ O υ0

y
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y
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δ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο συσσωμάτωμα κατά τη διάρκεια της κίνησής του στο ορι-
ζόντιο δάπεδο είναι το βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



Ν  και η τριβή ολίσθησης 


Τ  από το 
οριζόντιο δάπεδο. Επειδή το συσσωμάτωμα δεν κινείται στο άξονα ′y y, ισχύει:

Σ
 

F = 0   ή  N w− = 0   ή  N = (M + m)g (1).

Έστω s το διάστημα που διανύει το συσσωμάτωμα από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την 
κρούση μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για 
την κίνηση του συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την κρούση έως τη χρο-
νική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται, έχουμε: ΔΚ = ΣWF  ή  Κ Κτελ αρχ− = + +W W WT w N   

ή  0
1

2
0 01 2 1

2− +( ) = − + +m m sυ Τ   ή  1

2
1 2 1

2m m s+( ) =υ µΝ

ή λόγω της σχέσης (1): 1

2
1 2 1

2

1 2m m m m gs+( ) = +( )υ µ   ή  s
g

= υ
µ

1

2

2
  ή  s = 9 m.

171. α. Έστω υ0 το μέτρο της ταχύτητας του συσ-
σωματώματος αμέσως μετά την κρούση.

Από την Αρχή διατήρησης της Ορμής για το σύ-
στημα των δύο σωμάτων κατά την κρούση έχουμε: 
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή    

p p p1 2+ =

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά:

m1υ1 + 0= (m1 + m2)υ0  ή  υ0 = 8 m/s.

β. Έστω |ΔΚ| η μείωση της κινητικής ενέργειας του 
βλήματος εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆Κ Κ Κ= −µετ πριν¬μετά∆Κ Κ Κ= −µετ πριν¬ πριν∆Κ Κ Κ= −µετ πριν¬   ή  ∆Κ = −
1

2

1

2
1 0

2

1 1

2m mυ υ   ή  |ΔΚ| = 1.276,8 J.

γ. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του κιβωτίου εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬= −µετ πρινμετά∆  

p p p¬= −µετ πρινπριν  ή  ∆p m= −2 0 0υ   ή  Δp = m2υ0  ή  ∆p kg m s= + ⋅15 2, / .

Ο ρυθμός με τον οποίο μεταβάλλεται η ορμή του κιβωτίου κατά τη διάρκεια της κρούσης είναι:

∆
∆

p

t

kg m s

s
=

⋅15 2

0 02

,

,

/   ή  


p
t

kg m s� �760 2/ .  

δ. i. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο συσσωμάτωμα κατά τη διάρκεια της κίνησς του είναι το 
βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



Ν  και η τριβή ολίσθησης 


Τ  από το οριζόντιο δάπεδο.

Επειδή το συσσωμάτωμα δεν κινείται στο άξονα ′y y, ισχύει:

Σ
 

F = 0   ή  N w− = 0   ή  N = (m1 + m2)g  ή  Ν = 20 Ν.
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Το μέτρο της τριβής ολίσθησης που ασκείται στο συσσωμάτωμα από το οριζόντιο δάπεδο υπο-
λογίζεται από τη σχέση: Τ = μΝ  ή  Τ = 4 Ν.

Έστω α το μέτρο της επιβράδυνσης του συσσωματώματος. Από τον θεμελιώδη νόμο της μηχα-
νικής έχουμε: ΣFx = (m1 + m2)α  ή  T = (m1 + m2)α  ή  α = 2 m/s2.

Έστω Δt το χρονικό διάστημα της κίνησης του συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή αμέ-
σως μετά την κρούση μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. Είναι:

υ υ α= −0 ∆t  (1)  ή  ∆t =
υ
α

0   ή  Δt = 4 s.

ii. Έστω s το διάστημα που διανύει το συσσωμάτωμα από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την 
κρούση έως τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. Είναι:

s t t= − ( )υ α0

21

2
∆ ∆   ή  s = 16 m.

172. α. Έστω υΣ το μέτρο της ταχύτητας του 
συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση.

Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για το σύ-
στημα των σωμάτων Σ1 και Σ2 κατά την κρούση 
έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας 


υ1: m m m m1 1 2 2 1 2υ υ υ− = +( ) Σ   ή  υΣ = 8 m/s.

β. Έστω Εαπωλ η απώλεια της μηχανικής ενέρ γειας του συστήματος των δύο σωμάτων εξαιτίας 
της κρούσης. Είναι:

Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Ε Σαπωλ υ υ υ= + − +( )1

2

1

2

1

2
1 1

2

2 2

2

1 2

2m m m m   ή  Eαπωλ = 1.080 J.

γ. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ1 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆ Σp m m1 1 1 1= −υ υ   ή  ∆p kg m s1 72= − ⋅ /   ή  ∆p kg m s1 72= ⋅ / .

Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του σώματος Σ2 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆ Σp m m2 2 2 2= − −( )υ υ   ή  Δp2 = m2υΣ + m2υ2  

ή  ∆p kg m s2 72= + ⋅ /   ή  ∆p kg m s2 72= ⋅ / .

Έστω F1 το μέτρο της μέσης δύναμης που ασκείται στο σώμα Σ1 από το σώμα Σ2 κατά τη διάρ-

κεια της κρούσης. Είναι: F
p

t
1

1=
∆
∆

  ή  F1 = 720 N.

Έστω F2 το μέτρο της μέσης δύναμης που ασκείται στο σώμα Σ2 από το σώμα Σ1 κατά τη διάρ-

κεια της κρούσης. Είναι: F
p

t
2

2=
∆
∆

  ή  F2 = 720 N.

υ2
υ1

Σ1
Σ2

(+)

x ́

y 
υΣ

w

T
N

Σ1 
+

 
Σ2

Σ1 
+

 
Σ2

υ = 0x 

y ́

s

Ακριβώς πριν από την κρούση

Mετά την κρούση
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δ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο συσσωμάτωμα κατά τη διάρκεια της κίνησης του στο ορι-
ζόντιο δάπεδο είναι το βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



Ν  και η τριβή ολίσθησης 


Τ  από το 
οριζόντιο δάπεδο. Επειδή το συσσωμάτωμα δεν κινείται στο άξονα ′y y , ισχύει:

Σ
 

F = 0   ή  N w− = 0   ή  N = (m1 + m2)g (1).

Έστω s το διάστημα που διανύει το συσσωμάτωμα από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την 
κρούση έως τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την 
κίνηση του συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την κρούση έως τη χρονική 
στιγμή στην οποία ακινητοποιείται, έχουμε: ΔΚ = ΣWF  ή  Κ Κτελ αρχ− = + +W W WT w N   

ή  0
1

2
0 01 2

2− +( ) = − + +m m sυΣ Τ   ή  1

2
1 2

2m m s+( ) =υ µΣ Ν

ή λόγω της σχέσης (1): 1

2
1 2

2

1 2m m m m gs+( ) = +( )υ µΣ   ή  s
g

=
υ
µ
Σ
2

2
  ή  s = 10 m.

173. α. Έστω p1  και p2  οι ορμές των σωμάτων Σ1 και Σ2 αντίστοιχα ακριβώς πριν από την 
κρούση. Στο ακόλουθο σχήμα έχουν σχεδιαστεί τα διανύσματα των ορμών p1  και p2.  

υ2
υ1

p2
p1

Σ1
Σ2

(+) υΣ

w

T
N

Σ1 
+

 
Σ2 Σ1 

+
 
Σ2

υ = 0

Ακριβώς πριν από την κρούση Αμέσως μετά την κρούση

Το μέτρο της ορμής p1  υπολογίζεται από τη σχέση: p1 = m1υ1  ή  p kg m s1 8� � / . 

Το μέτρο της ορμής p2  υπολογίζεται από τη σχέση: p2 = m2υ2  ή  p kg m s2 3� � / .

β. Έστω υΣ το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση. Από την 
Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων Σ1 και Σ2 κατά την κρούση, θεωρώντας ως θετική τη φορά 
της ταχύτητας υ1,  έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  p p m m1 2 1 2− = +( )υΣ   ή  υΣ= 5 m s/ .

γ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο συσσωμάτωμα κατά τη διάρκεια της κίνησής του είναι το 
βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



Ν  και η τριβή ολίσθησης 


Τ  από το οριζόντιο δάπεδο.

Είναι: Σ
 

Fy = 0   ή  N w− = 0   ή  N = (m1 + m2)g  ή  Ν = 10 Ν.

Το μέτρο της τριβής ολίσθησης που ασκείται στο συσσωμάτωμα από το οριζόντιο δάπεδο υπο-
λογίζεται από τη σχέση: T = μΝ  ή  T = 2 N.

Έστω α το μέτρο της επιβράδυνσης του συσσωματώματος. Είναι:

ΣFx = (m1 + m2)α  ή  T = (m1 + m2)α  ή  α = 2 m/s2.



Κεφάλαιο 2ο:  Διατήρηση της ορµής

133

Έστω Δt το χρονικό διάστημα κίνησης του συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή αμέσως 
μετά την κρούση έως τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. Είναι:

υ υ α= −Σ ∆t   ή  0 = −υ αΣ ∆t   ή  ∆ Σt =
υ
α

  ή  Δt = 2,5 s.

δ. Έστω s το διάστημα που διανύει το συσσωμάτωμα από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την 
κρούση έως τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. Είναι:

s t t= − ( )υ αΣ∆ ∆
1

2

2   ή  s = 6,25 m.

Έστω QT η απώλεια ενέργειας του συσσωματώματος εξαιτίας της τριβής ολίσθησης που δέχε-
ται από το οριζόντιο επίπεδο από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την κρούση έως τη χρονική 

στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. Είναι: QT = |WT|  ή  Q T sT = ⋅   ή  QT = 12,5 J.

174. α. Έστω υΣ το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση.

υ2
υ1

Σ1
Σ2

(+)
x ́

y 
υΣ

w

T
N

Σ1 
+

 
Σ2

Σ1 
+

 
Σ2

υ = 0x 

y ́
s

Ακριβώς πριν από την κρούση Μετά την κρούση

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων Σ1 και Σ2 κατά την κρούση έχουμε: 
pολ(πριν) =

pολ(μετά) ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1:

m m m m1 1 2 2 1 2υ υ υ− = +( ) Σ   ή  υΣ = 10 m/s.

β. Το ποσοστό επί τοις εκατό (%) της μεταβολής της κινητικής ενέργειας του συσσωματώματος 

εξαιτίας της κρούσης δίνεται από τη σχέση: π ολ

ολ πριν

= ⋅
∆Κ

Κ ( )

%100   ή  � �� ��� �� ����

�� ����

�
�

�
� �

�
( ) ( )

( )

%
 

100
ά   

ή  π
υ υ υ

υ υ
=

+( ) − +





+
⋅

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

100
1 2

2

1 1

2

2 2

2

1 1

2

2 2

2

m m m m

m m

Σ

%   ή  π
υ

υ υ
=

+( )
+

−








 ⋅

m m

m m

1 2

2

1 1

2

2 2

2
1 100

Σ
%

ή   � �60%.

γ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο συσσωμάτωμα κατά τη διάρκεια της κίνησής του στο τραχύ 
οριζόντιο επίπεδο είναι το βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



Ν  και η τριβή ολίσθησης 


Τ  από 
το οριζόντιο δάπεδο.

Είναι: Σ
 

Fy = 0   ή  N w− = 0   ή  N = (m1 + m2)g  ή  Ν = 10 Ν.
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Το μέτρο της τριβής ολίσθησης που ασκείται στο συσσωμάτωμα από το οριζόντιο δάπεδο υπο-
λογίζεται από τη σχέση: T = μΝ  ή  T = 2 N.

Ο ρυθμός μεταβολής της ορμής dp

dt
 του συσσωματώματος κατά τη διάρκεια της κίνησής του 

στο τραχύ οριζόντιο δάπεδο υπολογίζεται από τη σχέση: dp

dt
Fx= Σ   ή  dp

dt
T= −   

ή  
dp
dt

kg m s� � �2 2/ .

δ. Έστω α το μέτρο της επιβράδυνσης του συσσωματώματος. Είναι:

ΣFx = (m1 + m2)α  ή  T = (m1 + m2)α  ή  α = 2 m/s2.

Έστω Δt το χρονικό διάστημα κίνησης του συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή που εισέρ-
χεται στο τραχύ οριζόντιο επίπεδο έως τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. Είναι:

υ υ α= −Σ ∆t   ή  0 = −υ αΣ ∆t   ή  ∆ Σt =
υ
α

  ή  Δt = 5 s.

Έστω s το διάστημα που διανύει το συσσωμάτωμα στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

s t t= − ( )υ αΣ∆ ∆
1

2

2   ή  s = 25 m.

175. α. Έστω p1 το μέτρο της ορμής του βέλους 
ακριβώς πριν από την κρούση με το μήλο. Είναι: p1 
= mυ1  ή  p kg m s1 0 5= ⋅, / . 

Έστω p2 το μέτρο της ορμής του βέλους αμέσως 
μετά την κρούση με το μήλο. Είναι:

p2 = mυ2  ή  p kg m s2 0 4= ⋅, / .

Έστω p3  η ορμή του μήλου αμέσως μετά την κρούση. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα βέλος – 
μήλο κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή     

p p p p1 2 3+ = +   ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ορμής p1 :

p1 + 0 = p2 + p3  ή  p kg m s3 0 1� �, / .

β. Έστω ∆pβ  η μεταβολή της ορμής του βέλους εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬β β µετ β πριν= −( ) ( )β(μετά)∆  

p p p¬β β µετ β πριν= −( ) ( )β(πριν)  ή  ∆  

p p pβ = −2 1   ή αλγεβρικά: ∆p p pβ = −2 1   ή  ∆ βp kg m s� � �0 1, / .

γ. Έστω ∆pµ  η μεταβολή της ορμής του μήλου εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬µ µ µετ µ πριν= −( ) ( )μ(μετά)∆  

p p p¬µ µ µετ µ πριν= −( ) ( )μ(πριν)  ή  ∆
  

p p pµ = −3   ή αλγεβρικά: Δpμ = p3 – 0  ή  Δpμ = p3  ή  ∆p kg m sµ = ⋅0 1, / .

υ1

υ2

Ακριβώς πριν από 
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την κρούση
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M
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p = 0
p1
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Έστω 


F∝  η μέση δύναμη που ασκείται στο μήλο από το βέλος κατά τη διάρκεια της κρούσης. 

Είναι: 




F
p

t
µ

µ=
∆
∆

  ή αλγεβρικά: F
p

t
µ

µ=
∆
∆

  ή  Fμ = 1 Ν.

Έστω 


Fβ  η μέση δύναμη που ασκείται από το μήλο στο βέλος κατά τη διάρκεια της κρούσης. 

Είναι: 




F
p

t
β

β=
∆
∆

  ή αλγεβρικά: F
p

t
β

β=
∆
∆

  ή  F N � �1 .

δ. Έστω υ3 το μέτρο της ταχύτητας του μήλου αμέσως μετά την κρούση. Είναι:

p3 = Mυ3  ή  υ3 = 0,5 m/s.

Έστω Εαπωλ η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος βέλος – μήλο εξαιτίας της 
κρούσης. Είναι:

Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά) ή  Ε Μαπωλ υ υ υ= − +





1

2

1

2

1

2
1

2

3

2

2

2m m  ή  Eαπωλ = 0,875 J.

176. α. Έστω υ3 το μέτρο της ταχύτητας του ξύλι-
νου σώματος αμέσως μετά την κρούση. 

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα βλήμα – ξύλινο 
σώμα κατά την κρούση έχουμε: 
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή θεωρώντας ως θετική τη φορά 
της ταχύτητας υ1: m1υ1 = m2υ3 + m1υ2  

ή  υ3 = 10 m/s.

β. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του βλήματος εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬= −2 2( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬= −2 2( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆p m m= −1 2 1 1υ υ   ή  ∆p kg m s= − ⋅40 /   ή  ∆p kg m s= ⋅40 / .

Έστω F το μέτρο της μέσης δύναμης που ασκείται στο βλήμα από το ξύλινο σώμα κατά τη 

διάρκεια της κρούσης. Είναι: F
p

t
=

∆
∆

  ή  F = 20 N.

γ. Έστω Εαπωλ η απώλεια της κινητικής ενέργειας του συστήματος εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Εαπωλ υ υ υ= − +





1

2

1

2

1

2
1 1

2

2 3

2

1 2

2m m m   ή  Eαπωλ = 7.800 J.

δ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο ξύλινο σώμα κατά τη 
διάρκεια της κίνησης του στο οριζόντιο επίπεδο μετά την 
κρούση είναι το βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



Ν  και η 
τριβή ολίσθησης 



Τ  από το οριζόντιο επίπεδο.
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Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

υ1m1 m2

m2

υ
2

υ
3

m
1

υ = 0

Τ

N

w

υ = 0
m2 m2

υ3

s



Απαντήσεις – Λύσεις θεµάτων

136

Είναι: Σ
 

Fy = 0   ή  N w− = 0   ή  N = m2g  ή  Ν = 40 Ν.

Το μέτρο της τριβής ολίσθησης που ασκείται στο ξύλινο σώμα από το οριζόντιο επίπεδο υπο-
λογίζεται από τη σχέση: T = μΝ  ή  T = 8 N.

Έστω s το διάστημα που διανύει το ξύλινο σώμα από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την κρού-
ση μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. Από το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του 
συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την κρούση μέχρι τη χρονική στιγμή 
στην οποία ακινητοποιείται έχουμε:

Κ Κτελ αρχ− = + +W W WT N w   ή  0
1

2
0 02 3

2− = − + +m Tsυ   ή  s
m

T
= 2 3

2

2

υ
  ή  s = 25 m.

177. α. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα βλήμα – 
κιβώτιο κατά την κρούση έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1: 
mυ1 = ΜV + mυ2  ή  M = 1,6 kg.

β. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του βλήματος 
εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬= −2 2( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬= −2 2( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆p m m= −υ υ2 1   ή  ∆p kg m s= − ⋅8 /   ή  ∆p kg m s= ⋅8 / .

Έστω F το μέτρο της μέσης δύναμης που ασκείται στο βλήμα από το κιβώτιο κατά τη διάρκεια 

της κρούσης. Είναι: F
p

t
=

∆
∆

  ή  F = 40 N.

γ. Το ζητούμενο ποσοστό υπολογίζεται από τη σχέση:

π κιβ

βλ πριν

= ⋅
∆Κ
Κ ( )

%100   ή  � ��� ��� ��� ����

�� ����

�
�

�
� �

�
( ) ( )

( )

%
 

100
ά   ή  π

υ
=

−
⋅

1

2
0

1

2

100

2

1

2

ΜV

m

%   

ή  π
υ

= ⋅






⋅
Μ
m

V

1

2

100%   ή  π = 4%.

δ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο κιβώτιο κατά τη διάρκεια της κίνησής του στο οριζόντιο 
επίπεδο μετά την κρούση είναι το βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



N  και η τριβή ολίσθησης 


T  από το οριζόντιο επίπεδο.

Είναι: Σ


Fy = 0   ή  Ν – w = 0  ή  Ν = Mg (1).

Το μέτρο της τριβής ολίσθησης που ασκείται στο κιβώτιο από το οριζόντιο επίπεδο είναι:

Τ = μΝ ή, σύμφωνα με τη σχέση (1), Τ = μΜg (2).
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Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του κιβωτίου από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά 
την κρούση μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. Έχουμε:

Κτελ – Καρχ = WT + WN + WW  ή  0
1

2

2− MV  = –Τs + 0 + 0  ή, σύμφωνα με τη σχέση (2):

− = −1

2

2MV µMgs   ή  µ= V

gs

2

2
  ή   = 5

16
.

178. α. Η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του αμαξιδίου Α ακριβώς πριν από την κρούση εί-
ναι: υ1 = +2 m/s, ενώ η αλγεβρική τιμή της ταχύτητάς του αμέσως μετά την κρούση είναι 
′ = −υ1 1 m s/ .

Έστω ∆ Α
p  η μεταβολή της ορμής του αμαξιδίου Α εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆ Α Α Α
  

p p p¬= −( ) ( )µετ πρινΑ(μετά)∆ Α Α Α
  

p p p¬= −( ) ( )µετ πρινΑ(πριν)  ή αλγεβρικά: ∆ Αp m m= −′1 1 1 1υ υ   ή  p kg m sA � � �3 / . 

β. Η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του αμαξιδίου 
Β ακριβώς πριν από την κρούση είναι υ2 2= − m s/ .

Έστω ′υ2  η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του 
αμαξιδίου Β αμέσως μετά την κρούση. Από την 
Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο αμαξιδίων κατά 
την κρούση έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά) ή αλγεβρικά:

m m m m1 1 2 2 1 1 2 2υ υ υ υ+ = +′ ′   ή  � � �2 0 5, m s/ .

γ. Έστω ∆ Β
p  η μεταβολή της ορμής του αμαξιδίου Β εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆ Β Β Β
  

p p p¬= −( ) ( )µετ πρινΒ(μετά)∆ Β Β Β
  

p p p¬= −( ) ( )µετ πρινΒ(πριν) ή αλγεβρικά: ∆ Βp m m= −′2 2 2 2υ υ   ή  ∆ Βp kg m s= + ⋅3 / . 

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι η χρονική διάρκεια της κρούσης είναι Δt = 0,1 s.

Έστω 


FB  η μέση δύναμη που ασκείται στο αμαξίδιο Β κατά την κρούση. Είναι:





F
p

t
Β

Β∆
∆

=  ή αλγεβρικά: F
p

t
Β

Β∆
∆

=   ή  FΒ = +30 N.

δ. Έστω ΔΚ η μεταβολή της κινητικής ενέργειας του συστήματος των δύο αμαξιδίων εξαιτίας 
της κρούσης. Είναι:

∆Κ Κ Κ= −ολ µετ ολ πριν( ) ( )¬ολ(μετά)∆Κ Κ Κ= −ολ µετ ολ πριν( ) ( )¬ ολ(πριν)  ή  ∆Κ = + − +





′ ′
1

2

1

2

1

2

1

2
1 1

2

2 2

2

1 1

2

2 2

2m m m mυ υ υ υ   ή  K J� �5 25, .

A B

υ1 υ2

(+)

Ακριβώς 

πριν από 

την κρούση

A B

Αμέσως 

μετά 

την κρούση

υ′2υ′1

Είναι: Σ
 

Fy = 0   ή  N w− = 0   ή  N = m2g  ή  Ν = 40 Ν.

Το μέτρο της τριβής ολίσθησης που ασκείται στο ξύλινο σώμα από το οριζόντιο επίπεδο υπο-
λογίζεται από τη σχέση: T = μΝ  ή  T = 8 N.

Έστω s το διάστημα που διανύει το ξύλινο σώμα από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την κρού-
ση μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. Από το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του 
συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την κρούση μέχρι τη χρονική στιγμή 
στην οποία ακινητοποιείται έχουμε:

Κ Κτελ αρχ− = + +W W WT N w   ή  0
1

2
0 02 3

2− = − + +m Tsυ   ή  s
m

T
= 2 3

2

2

υ
  ή  s = 25 m.

177. α. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα βλήμα – 
κιβώτιο κατά την κρούση έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1: 
mυ1 = ΜV + mυ2  ή  M = 1,6 kg.

β. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του βλήματος 
εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬= −2 2( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬= −2 2( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆p m m= −υ υ2 1   ή  ∆p kg m s= − ⋅8 /   ή  ∆p kg m s= ⋅8 / .

Έστω F το μέτρο της μέσης δύναμης που ασκείται στο βλήμα από το κιβώτιο κατά τη διάρκεια 

της κρούσης. Είναι: F
p

t
=

∆
∆

  ή  F = 40 N.

γ. Το ζητούμενο ποσοστό υπολογίζεται από τη σχέση:

π κιβ

βλ πριν

= ⋅
∆Κ
Κ ( )

%100   ή  � ��� ��� ��� ����

�� ����

�
�

�
� �

�
( ) ( )

( )

%
 

100
ά   ή  π

υ
=

−
⋅

1

2
0

1

2

100

2

1

2

ΜV

m

%   

ή  π
υ

= ⋅






⋅
Μ
m

V

1

2

100%   ή  π = 4%.

δ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο κιβώτιο κατά τη διάρκεια της κίνησής του στο οριζόντιο 
επίπεδο μετά την κρούση είναι το βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



N  και η τριβή ολίσθησης 


T  από το οριζόντιο επίπεδο.

Είναι: Σ


Fy = 0   ή  Ν – w = 0  ή  Ν = Mg (1).

Το μέτρο της τριβής ολίσθησης που ασκείται στο κιβώτιο από το οριζόντιο επίπεδο είναι:

Τ = μΝ ή, σύμφωνα με τη σχέση (1), Τ = μΜg (2).

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση
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υ1m
M

M
υ

2

V
m

υ = 0



Απαντήσεις – Λύσεις θεµάτων

138

179. α. Έστω ′υ2  η ταχύτητα της σφαίρας μάζας m2 αμέσως μετά την κρούση.

υ1 υ2

m1 m2
m1m1 m2 m2

(+)

Ακριβώς πριν από την κρούση Ακριβώς μετά την κρούση

υ′2 υ′2υ′1υ′1

s
s2s1

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σφαιρών κατά την κρούση έχουμε: pολ(πριν) =
pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1: m m m m1 1 2 2 1 1 2 2υ υ υ υ− = − +′ ′   ή  � � �2 8 m s/ .

β. Έστω ∆p1  η μεταβολή της σφαίρας μάζας m1 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆p m m1 1 1 1 1= − −′υ υ   ή  ∆p kg m s1 36= − ⋅ / . 

Έστω 


F1  η μέση δύναμη που ασκείται στη σφαίρα μάζας m1 από τη σφαίρα μάζας m2 κατά την 

κρούση. Είναι: 




F
p

t
1

1=
∆
∆

 ή αλγεβρικά: F
p

t
1

1=
∆
∆

  ή  F N1 3 600� � . .

γ. Έστω Εαπωλ η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος των δύο σφαιρών εξαιτίας 
της κρούσης. Είναι:

Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Εαπωλ υ υ υ υ= + − +





′ ′
1

2

1

2

1

2

1

2
1 1

2

2 2

2

1 1

2

2 2

2m m m m   ή  Eαπωλ = 0.

δ. Οι σφαίρες μετά την κρούση εκτελούν ευθύγραμμες ομαλές κινήσεις πάνω στο οριζόντιο 
δάπεδο. Το χρονικό διάστημα ∆ ′′t  της κίνησης των δύο σφαιρών μετά από χρονικό διάστημα 
∆ ′ =t s2 01,  από τη χρονική στιγμή που ήρθαν σε επαφή είναι:

∆ ∆ ∆′′ = ′ −t t t   ή  ∆ ′′ =t s2 . 

Έστω s1 το διάστημα που διανύει η σφαίρα μάζας m1 στο χρονικό διάστημα ∆ ′′t .  Είναι:

s t1 1= ′′′υ ∆   ή  s1 = 14 m.

Έστω s2 το διάστημα που διανύει η σφαίρα μάζας m2 στο χρονικό διάστημα ∆ ′′t .  Είναι:

s t2 2= ′′′υ ∆   ή  s2 = 16 m.

Η ζητούμενη απόσταση d μεταξύ των δύο σφαιρών είναι: d = s1 + s2  ή  d = 30 m.
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180. α. Στο διπλανό σχήμα έχουν σχεδιαστεί οι ορ-
μές p1  και p2  των σωμάτων (1) και (2) αντίστοιχα 
τη χρονική στιγμή t = 0.

Το μέτρο της ορμής p1  υπολογίζεται από τη σχέση:

p1 = mυ1  ή  p kg m s1 1 2� �, / . 

Το μέτρο της ορμής p2  υπολογίζεται από τη σχέση:

p2 = mυ2  ή  p kg m s2 0 4� �, / . 

β. Έστω s1 και s2 τα διαστήματα που διανύουν τα σώματα (1) και (2) αντίστοιχα από τη χρονική 
στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 στην οποία συγκρούονται. Είναι:

d = s1 + s2  ή  d = υ1t1 + υ2t1  ή  t1 = 0,5 s.

γ. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση. Από την 
Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων, θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1,  
έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  m m mυ υ υ1 2 2− =   ή  υ = 2 m/s.

δ. Επειδή το δάπεδο είναι λείο, το συσσωμάτωμα μετά 
την κρούση εκτελεί ευθύγραμμη ομαλή κίνηση. 

Στο διάγραμμα του διπλανού σχήματος απεικονίζονται 
οι αλγεβρικές τιμές των ταχυτήτων των δύο σωμάτων 
καθώς και η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του συσσω-
ματώματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t = 1 s.

181. α. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σφαιρών 
Σ2 και Σ3 κατά την πρώτη κρούση, έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά:

mυ0 = 2mυ  ή  υ = 10 m/s.

β. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σφαιρών Σ1, Σ2 
και Σ3 κατά τη δεύτερη κρούση, έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά:

2mυ = (2m + M)V  ή  V = 4 m/s.

m(1) (2)m mm

2m

d

s2s1

υ1

υ

υ1

p1

υ2 υ2

p2

t1t = 0 t = 0

t(s)
0

0,5 1

Συσσωμάτωμα

(1)

(2)

+2

+6

–2

υ(m/s)

υ0

Σ3 Σ2

(+)υ2 = 0

υ

Ακριβώς πριν από 

την πρώτη κρούση

Αμέσως μετά

την πρώτη κρούση

Σ2 
+

 
Σ3

υ

Σ1

(+)υ1 = 0

Σ1 
+

 
Σ2 

+
 
Σ3

Σ2 
+

 
Σ3

V

Ακριβώς πριν από 

τη δεύτερη κρούση

Αμέσως μετά

τη δεύτερη κρούση
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γ. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής της σφαίρας Σ1 εξαιτίας της δεύτερης κρούσης. Είναι:

∆  

p p p1 = −τελ αρχ   ή  ∆ Μp V1 0= −   ή  ∆p kg m s1 24= + ⋅ / . 

Έστω 


F1  η μέση δύναμη που ασκείται στη σφαίρα Σ1 από το συσσωμάτωμα των σφαιρών Σ2 και 

Σ3 κατά τη δεύτερη κρούση. Είναι: 




F
p

t
1

1=
∆
∆

 ή αλγεβρικά: F
p

t
1

1=
∆
∆

  ή  F1 = 240 N.

δ. Το ζητούμενο ποσοστό υπολογίζεται από τη σχέση:

� �� ���� �� ���

�� ����

�
�

�
� �

�
( ) ( )

( )

%
 

100
ά   ή  π

υ

υ
=

− +( )
⋅

1

2

1

2
2

1

2

100
0

2 2

0

2

m m V

m

Μ
%   ή  π = 80%.

182. α. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο 
σωμάτων κατά την κρούση, έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ:

mυ = (Μ + m)VΣ  ή  VΣ = 2,5 m/s.

β. Έστω Εαπωλ η απώλεια της κινητικής ενέργειας 
του συστήματος των δύο σωμάτων εξαιτίας της 
κρούσης. Είναι:

Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Ε Μ Σαπωλ υ= − +( )1

2

1

2

2 2m m V   ή  Eαπωλ = 243,75 J.

γ. Έστω Δt το χρονικό διάστημα στο οποίο το συσσωμάτωμα εκτελεί την οριζόντια βολή. Είναι:

Η ∆= ( )1

2

2
g t   ή  Δt = 3 s.

δ. Το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί το συσσωμάτωμα υπολογίζεται από τη σχέ-
ση: s = VΣΔt  ή  s = 7,5 m.

183. α. Έστω VΣ το μέτρο της ταχύτητας του 
συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων 
κατά την κρούση, έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ:

mυ = (Μ + m)VΣ  ή  VΣ = 4 m/s.

H

υ
m M

H

υ
1
 = 0
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από την κρούση

Μετά 

την κρούση

(+)

VΣ

s

M
 
+

 
m

M
 
+

 
m

H

υ
m M

H

υ
1
 = 0
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+

 
m
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β. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του βλήματος εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆ Σp mV m= − υ   ή  p kg m s= − ⋅3 92, / . 

γ. Έστω F το μέτρο της μέσης δύναμης που ασκεί ο ξύλινος στόχος στο βλήμα κατά τη διάρκεια 

της κρούσης. Είναι: F
p

t
=

∆
∆

  ή  F = 392 N.

δ. Έστω Δt το χρονικό διάστημα στο οποίο το συσσωμάτωμα εκτελεί την οριζόντια βολή. Είναι:

Η ∆= ( )1

2

2
g t   ή  Δt = 0,5 s.

Το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί το συσσωμάτωμα υπολογίζεται από τη σχέση:

s = VΣΔt  ή  s = 2 m.

184. α. Έστω VΣ το μέτρο της ταχύτητας του συσ-
σωματώματος αμέσως μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων 
κατά την κρούση, έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ0:

mυ0 = (Μ + m)VΣ  ή  VΣ = 5 m/s.

β. Έστω Δt το χρονικό διάστημα στο οποίο το συσ-

σωμάτωμα εκτελεί την οριζόντια βολή. Είναι: h g t= ( )1

2

2∆   ή  Δt = 4 s.

Το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί το συσσωμάτωμα υπολογίζεται από τη σχέση:

s = VΣΔt  ή  s = 20 m.

γ. Η οριζόντια μετατόπιση x του συσσωματώματος σε συνάρτηση με τον χρόνο δίνεται από τη 

σχέση: x = VΣt  ή  t
x

V
=

Σ

 (1).

Η κατακόρυφη μετατόπιση y του συσσωματώματος σε συνάρτηση με τον χρόνο δίνεται από τη 

σχέση: y gt=
1

2

2   ή λόγω της σχέσης (1): y g
x

V
=

1

2

2

2

Σ

  ή  y x=
1
5

2  (S.I.).

δ. Το ζητούμενο ποσοστό υπολογίζεται από τη σχέση:

� �� ���� �� ���

�� ����

�
�

�
� �

�
( ) ( )

( )

%
 

100
ά   ή  π

υ

υ
=

− +( )
⋅

1

2

1

2
1

2

100
0

2 2

0

2

m m V

m

Μ Σ
%   ή  π = 97,5%.

h

υ
0

m M

h
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+
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185. α. Έστω Δt το χρονικό διάστημα της κίνησης 
του συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή αμέ-
σως μετά την κρούση έως τη χρονική στιγμή στην 
οποία στο συσσωμάτωμα φτάνει στο οριζόντιο δά-

πεδο. Είναι: h g t= ( )1

2

2∆   ή  Δt = 0,4 s.

Είναι: s = VΔt  ή  V = 2 m/s.

β. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμά-
των κατά την κρούση, έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)  

ή  mυπ = (Μ + m)V  ή  υπ = 8 m/s.

γ. Έστω Εαπωλ η απώλεια της κινητικής ενέργειας 
του συστήματος πλαστελίνη – κύβος εξαιτίας της 
κρούσης. Είναι:

Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Ε Μαπωλ πυ= − +( )1

2

1

2

2 2m m V   ή  Eαπωλ = 0,24 J.

δ. Έστω υ  η ταχύτητα με την οποία φτάνει το συσσωμάτωμα στο οριζόντιο δάπεδο. Αναλύ-
ουμε την ταχύτητα υ  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως φαίνεται στο 
παραπάνω σχήμα.

Είναι: εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εϕϕ =
g t

V

∆   ή  εφφ = 2.

Συνεπώς, ισχύει ότι: εϕϕ εϕ> °45   ή   � �45   (iii).

186. α. Το χρονικό διάστημα Δt της κίνησης του 
συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή αμέσως 
μετά την κρούση μέχρι τη χρονική στιγμή στην 
οποία φτάνει στο έδαφος υπολογίζεται από τη σχέ-
ση: s = υσΔt  ή  Δt = 0,4 s.

β. Το ύψος Η υπολογίζεται από τη σχέση:

Η ∆= ( )1

2

2
g t   ή  Η = 0,8 m.

γ. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σω-
μάτων κατά την κρούση, έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)   

ή  m1υ1 = (m1 + m2)υσ  ή  υ1 = 2,5 m/s.

υπ

m M

M + m

M + m

h

s

h

V

Ακριβώς πριν 

από την κρούση

Mετά 

την κρούση

φ

υ

υx

υy
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(+)

h

x

y ́

x ́

y

υ1

m1 m2

h

s
υ

υx

υσ

υy

(+)

υ2 = 0

m1 
+

 
m2

m1 
+

 
m2

t = 0
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t = 0

w



Κεφάλαιο 2ο:  Διατήρηση της ορµής

143

δ. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο συσσωμάτωμα κατά τη διάρκεια της οριζόντιας βολής 
είναι το βάρος του w.  Επομένως, ο ρυθμός μεταβολής της ορμής του συσσωματώματος κατά 
τη διάρκεια της οριζόντιας βολής που εκτελεί είναι σταθερός. Συνεπώς, ισχύει:

dp

dt
F





= Σ   ή  dp

dt
F





= Σ   ή  dp

dt
w



=   ή  dp

dt
m m g



= +( )1 2   ή  dp
dt

kg m s


� �100 2/ .

187. α. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο 
σωμάτων κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας 


υ0: mυ0 = (Μ + m)VΣ  ή  VΣ = 4 m/s.

β. Το ζητούμενο ποσοστό υπολογίζεται από τη 

σχέση: � �� ���� �� ���

�� ����

�
�

�
� �

�
( ) ( )

( )

%
 

100
ά   

ή  π
υ

υ
=

− +( )
⋅

1

2

1

2
1

2

100
0

2 2

0

2

m m V

m

Μ Σ
%   ή  π = 90%.

γ. Έστω υ  η ταχύτητα με την οποία φτάνει το συσσωμάτωμα στο έδαφος. Αναλύουμε την ταχύ-
τητα υ  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως απεικονίζεται στο προηγού-
μενο σχήμα. Έστω Δt το χρονικό διάστημα της κίνησης του συσσωματώματος από τη χρονική 
στιγμή αμέσως μετά την κρούση μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στο οριζόντιο 
δάπεδο. 

Είναι: εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  1=
υ

υ
y

x

  ή  υy = υx  ή  gΔt = VΣ  ή  Δt = 0,4 s.

Έστω s η ζητούμενη οριζόντια απόσταση (βεληνεκές). Είναι: s = VΣΔt  ή  s = 1,6 m.

δ. Το ύψος h του πάγκου υπολογίζεται από τη σχέση: h g t= ( )1

2

2∆   ή  h = 0,8 m.

188. α. Έστω Δt το χρονικό διάστημα κίνησης 
του συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή 
αμέσως μετά την κρούση μέχρι τη χρονική στιγ-
μή στην οποία φτάνει στο έδαφος. Είναι:

h g t= ( )1

2

2∆   ή  Δt = 1 s.

β. Είναι: x = VΔt  ή  V = 10 m/s.

φ

h

υ0

m M

h
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(+)
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γ. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  mυ = (Μ + m)V  ή  υ = 200 m/s.

δ. Έστω Εαπωλ η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος των δύο σωμάτων εξαιτίας 
της κρούσης. Είναι:

Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Ε Μαπωλ υ= − +( )1

2

1

2

2 2m m V   ή  Eαπωλ = 1.900 J.

189. α. Έστω Δt η χρονική διάρκεια της οριζόντιας βολής που εκτελεί η σφαίρα (2) μετά την 

κρούση. Είναι: h g t= ( )1

2

2∆   ή  Δt = 2 s.

β. Έστω s το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί η σφαίρα (2) μετά την κρούση. Από 

το δοθέν σχήμα προκύπτει ότι: d h s= +2 2   ή  d2 = h2 + s2  ή  s d h= −2 2   ή  s = 15 m.

Το μέτρο της ταχύτητας  ′υ2  της σφαίρας (2) αμέσως μετά την κρούση υπολογίζεται από τη 

σχέση: s t= ′υ2∆   ή  � �2 7 5, m s/ . 

γ. Έστω  ′υ1  η ταχύτητα της σφαίρας (1) αμέσως μετά την κρούση. Από την Α.Δ.Ο. για το σύ-
στημα των δύο σφαιρών κατά την κρούση, θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας  ′υ1,  
έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  m m m1 1 1 1 2 2υ υ υ= +′ ′   ή  m m m1 1 1 1 1 22υ υ υ= +′ ′   ή  � �1 0.

δ. Το ζητούμενο ποσοστό υπολογίζεται από τη σχέση:

π
ολ πριν

= ⋅
QK

Κ ( )

%100   ή  � �� ���� �� ���

�� ����

�
�

�
� �

�
( ) ( )

( )

%
 

100
ά   π

υ υ

υ
=

−
⋅

′
1

2

1

2
1

2

100
1 1

2

2 2

2

1 1

2

m m

m

%   ή  π = 50%.

190. α. Επειδή το τραπέζι είναι λείο, η κίνηση που εκτελεί το σώμα μάζας m1 πάνω στο τραπέζι 
μέχρι να συγκρουστεί με το σώμα μάζας m2 είναι ευθύγραμμη ομαλή με σταθερή ταχύτητα υ0 .  
Επομένως, το σώμα μάζας m1 συγκρούεται με το σώμα μάζας m2 τη χρονική στιγμή t1 με ταχύ-
τητα υ0 ,  όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα. 
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Έστω 


V  η ταχύτητα του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση. Από την Α.Δ.Ο για το 
σύστημα των δύο σωμάτων κατά την κρούση έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ0: m1υ0 = (m1 + m2)V  ή  V = 2 m/s.

β. Έστω Δt το χρονικό διάστημα της κίνησης του συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή t1 
αμέσως μετά την κρούση, έως τη χρονική στιγμή t2 στην οποία το συσσωμάτωμα φτάνει στο 

έδαφος. Είναι: Η ∆= ( )1

2

2
g t   ή  Δt = 0,4 s.

Έστω ′s  η μέγιστη οριζόντια απόσταση (βεληνεκές) που διανύει το συσσωμάτωμα κατά τη 
διάρκεια της οριζόντιας βολής. Είναι: ′ =s V t∆   ή  � �s m0 8, . 

γ. Επειδή το σώμα μάζας m1 εκτελεί ευθύγραμμη ομαλή κίνηση από τη χρονική στιγμή t = 0 
στην οποία εκτοξεύεται έως τη χρονική στιγμή t1 ακριβώς πριν από την κρούση, ισχύει:

s = υ0Δt1  ή  s = υ0t1  ή  t1 = 0,1 s.

Είναι: ∆t t t= −2 1   ή  t2 = Δt + t1  ή  t2 = 0,5 s.

δ. Έστω υ1  η ταχύτητα με την οποία φτάνει το συσσωμάτωμα στο έδαφος. Αναλύουμε την 
ταχύτητα υ1  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υ1x  και υ1y ,  όπως φαίνεται στο προη-
γούμενο σχήμα. 

Το μέτρο της ταχύτητας υ1  υπολογίζεται από τη σχέση:

υ υ υ1 1

2

1

2= +x y   ή  υ1

2 2= + ( )V g t∆   ή  υ1 20= m s/ . 

Έστω Κ1 η κινητική ενέργεια με την οποία φτάνει το συσσωμάτωμα στο έδαφος. Είναι:

Κ1 1 2 1

21

2
= +( )m m υ   ή  Κ1 = 50 J.

Έστω υ2  η ταχύτητα του συσσωματώματος τη χρονική στιγμή t3 στην οποία η κινητική του 
ενέργεια Κ2 είναι ίση με το 25% της κινητικής του ενέργειας Κ1 με την οποία φτάνει στο έδα-

φος. Δηλαδή, είναι: Κ Κ2 1

25

100
=   ή  1

2

1

4
1 2 2

2

1m m+( ) =υ Κ   ή  υ2 5= m s/ . 

Αναλύουμε την ταχύτητα υ2  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υ2x  και υ2y ,  όπως φαί-

νεται στο σχήμα. Είναι: υ υ υ2 2

2

2

2= +x y   ή  υ υ2

2 2

2

2= +V y   ή  υ2y = 1 m/s. 

Έστω ∆ ′t  το χρονικό διάστημα της κίνησης του συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή t1 
αμέσως μετά την κρούση έως τη χρονική στιγμή t3. Είναι:

υ2y g t= ′∆   ή  ∆ ′ =t
g

yυ2   ή  t t
g

y

3 1

2− =
υ

  ή  t t
g

y

3 1

2= +
υ

  ή  t3 = 0,2 s.
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191. α. Έστω υΣ  η ταχύτητα του συσσωματώματος 
αμέσως μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων 
κατά την κρούση, έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)  

ή  mυB = (Μ + m)υΣ  ή  υΣ = 10 m/s.

β. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο συσσωμάτωμα 
κατά τη διάρκεια της κίνησής του πάνω στο τραπέζι 
είναι το βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



Ν  και η 
τριβή ολίσθησης 



Τ  από το τραπέζι. Είναι: Σ
 

Fy = 0   

ή  Ν − =w 0   ή  N = (M + m)g  ή  Ν = 20 Ν.

Το μέτρο της τριβής ολίσθησης που ασκείται στο 
συσσωμάτωμα από το τραπέζι υπολογίζεται από τη 
σχέση: T = μΝ  ή  T = 4 N.

Έστω α το μέτρο της επιβράδυνσης του συσσωματώματος. Από τον θεμελιώδη νόμο της μηχα-
νικής έχουμε: ΣFx = (M + m)α  ή  T = (M + m)α  ή  α = 2 m/s2.

Το μέτρο της ταχύτητας υ0  υπολογίζεται από τη σχέση: υ υ α0 1= −Σ ∆t   ή  υ0 = 6 m/s.

γ. Είναι: Η ∆=
1

2
2

2g t   ή  Δt2 = 0,4 s.

δ. Έστω xmax η μέγιστη οριζόντια μετατόπιση του συσσωματώματος στο χρονικό διάστημα Δt2 

στο οποίο εκτελεί την οριζόντια βολή. Είναι: xmax = υ0Δt2  ή  xmax = 2,4 m.

192. α. Επειδή η μοναδική δύναμη που ασκείται στην οβίδα κατά τη διάρκεια της κίνησής 
της είναι το βάρος της w,  η κίνηση που εκτελεί είναι ομαλά επιβραδυνόμενη με επιβράδυν-
ση μέτρου α = g. Επομένως, τη χρονική στιγμή t = 0 στην οποία η οβίδα φτάνει στο ανώτερο 
σημείο Ο της τροχιάς της, η ταχύτητά της είναι ίση με μηδέν 

υ =( )0 .  Συνεπώς, η ορμή της 
οβίδας τη χρονική στιγμή t = 0 ακριβώς πριν από την έκρηξη – διάσπαση είναι ίση με μηδέν 




pολ πριν( ) .=( )0  Επειδή η ορμή του συστήματος των σωμάτων με μάζες m1 και m2 στα οποία δι-
ασπάται η οβίδα διατηρείται σταθερή κατά την έκρηξη – διάσπαση 



p�� ���( ) , �� �0ά  η ορμή του 
σώματος μάζας m2 τη χρονική στιγμή t = 0 αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση έχει αντίθετη 
κατεύθυνση από την ορμή του σώματος μάζας m1 την ίδια χρονική στιγμή. 

Επομένως, η ταχύτητα υ2  του σώματος μάζας m2 τη χρονική στιγμή t = 0 αμέσως μετά την 
έκρηξη – διάσπαση έχει φορά προς τα αριστερά, όπως φαίνεται στο επόμενο σχήμα.

υΣ
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t = 0
t = 0

υ0

Πριν από την 
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Μ
 

Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για το σύστημα των κομματιών μάζας m1 και m2 κατά την 
έκρηξη – διάσπαση έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά: 0 1 1 2 2= −m mυ υ   ή  m1υ1 = m2υ2  ή  υ2 = 5 m/s.

β. Επειδή τα κομμάτια μάζας m1 και m2 εκτελούν οριζόντιες βολές από το ίδιο ύψος h φτάνουν 
ταυτόχρονα στο έδαφος. Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία φτάνουν τα κομμάτια στο έδα-
φος. Είναι:

h gt=
1

2
1

2   ή  t1 = 2 s.

γ. Έστω s1 το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα Σ1. Είναι:

s1 = υ1t1  ή  s1 = 20 m.

Έστω s2 το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα Σ2. Είναι:

s2 = υ2t2  ή  s2 = 10 m.

Όπως προκύπτει από το προηγούμενο σχήμα, η απόσταση (ΚΛ) είναι:

(ΚΛ) = s1 + s2  ή  (ΚΛ) = 30 m.

δ. Έστω  ′υ1  η ταχύτητα με την οποία φτάνει το σώμα μάζας m1 στο έδαφος. Αναλύουμε την 
ταχύτητα  ′υ1  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες  ′υ1x  και  ′υ1y ,  όπως απεικονίζεται στο 
προηγούμενο σχήμα. Το μέτρο της ταχύτητας  ′υ1  υπολογίζεται από τη σχέση:

′ ′ ′= +υ υ υ1 1

2

1

2

x y   ή  ′ = + ( )υ υ1 1

2

1

2
gt   ή  ′ =1 10 5 m s/ .

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα  ′υ1  με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
=

′

′
1

1

y

x

  ή  εφφ = 2.
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193. α. Έστω υ1  και υ2  οι οριζόντιες τα-
χύτητες που αποκτούν τα σώματα Σ1 και Σ2 
αμέσως μετά την έκρηξη.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμά-
των Σ1 και Σ2 κατά την έκρηξη έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  0 1 1 2 2= −m mυ υ   

ή  υ1 = 3υ2 (1).

Είναι: m = m1 + m2  ή  m = 4m1  ή  m1 = 1 kg.

Επομένως, είναι: m2 = 3m1  ή  m2 = 3 kg.

Η κινητική ενέργεια Κολ(μετά) του συστήματος 
των δύο σωμάτων αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση δίνεται από τη σχέση:

Κολ(μετά)Κολ µετ υ υ( )¬ m m= +
1

2

1

2
1 1

2

2 2

2   

ή λόγω της σχέσης (1): Κολ(μετά)Κολ µετ υ υ( )¬ m m= +
1

2
9

1

2
31 2

2

1 2

2   ή  Κολ(μετά)Κολ µετ υ( )¬ m= 6 1 2

2   ή  υ2 = 8 m/s.

Από τη σχέση (1), για υ2 = 8 m/s, προκύπτει: υ1 = 24 m/s.

β. Επειδή τα σώματα Σ1 και Σ2 εκτελούν οριζόντιες βολές από το ίδιο ύψος, φτάνουν ταυτόχρο-
να στο έδαφος. Έστω Δt το χρονικό διάστημα της κίνησης των δύο σωμάτων από τη χρονική 
στιγμή αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνουν στο 
έδαφος. 

Το βεληνεκές s1 της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα Σ1 δίνεται από τη σχέση: 

s1 = υ1Δt (2).

Το βεληνεκές s2 της οριζόντιας βολής που εκτελεί το σώμα Σ1 δίνεται από τη σχέση:

s2 = υ2Δt (3).

Η απόσταση μεταξύ των δύο σωμάτων γίνεται μέγιστη τη χρονική στιγμή στην οποία τα δύο 
σώματα φτάνουν στο έδαφος. Από το σχήμα προκύπτει ότι: dmax = s1 + s2

ή λόγω των σχέσεων (2) και (3): dmax = υ1Δt + υ2Δt  ή  Δt = 5 s.

γ. Είναι: h g t= ( )1

2

2∆   ή  h = 125 m.

δ. Έστω  ′υ1  η ταχύτητα με την οποία φτάνει το σώμα Σ1 στο έδαφος. Αναλύουμε την ταχύτητα 
 ′υ1  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες  ′υ1x  και  ′υ1y ,  όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήμα. 

Το μέτρο της ταχύτητας  ′υ1  υπολογίζεται από τη σχέση: 

′ ′ ′= +υ υ υ1 1

2

1

2

x y   ή  ′ = + ( )υ υ1 1

2 2
g t∆   ή  ′ =1 55 46, m s/ .

Ακριβώς πριν

από την έκρηξη

Μετά την 

έκρηξη 

h

Σ1 

Σ1 
Σ2 

Σ2

υ1
υ2

υ = 0

(+)

s1s2

dmax υ′1
υ′1y

υ′1x

Σ
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194. α. Έστω υ1  η ταχύτητα του πυροβό-
λου αμέσως μετά την έκρηξη.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα πυροβόλο 
– βλήμα κατά την έκρηξη, έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  0 0 1= −mυ υΜ   

ή  Μυ1 = mυ0  ή  υ1 = 5 m/s.

β. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο πυροβόλο κατά τη διάρκεια της κίνησής του από τη χρονική 
στιγμή αμέσως μετά την έκρηξη μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται είναι το 
βάρος του w,  η κάθετη δύναμη 



Ν  και η τριβή ολίσθησης 


Τ  από το οριζόντιο δάπεδο. Είναι:

Σ
 

Fy = 0   ή  Ν − =w 0   ή  N = Μg  ή  Ν = 1.000 Ν.

Το μέτρο της τριβής ολίσθησης υπολογίζεται από τη σχέση: T = μΝ  ή  T = 500 N.

Έστω Δx η μετατόπιση του πυροβόλου από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την έκρηξη μέχρι 
τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται. 

Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του πυροβόλου από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά 
την έκρηξη μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται έχουμε:

Κ Κτελ αρχ− = + +W W WT w N   ή  0
1

2
0 01

2− = − + +M xυ Τ∆   ή  ∆x
M

T
=

υ1

2

2
  ή  Δx = 2,5 m.

γ. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  με την οποία φτάνει το βλήμα στο έδαφος σε δύο κάθετες μεταξύ 
τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως φαίνεται στο σχήμα. Είναι:

υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ υ= +0

2 2

y   ή  υy = 50 m/s.

Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία φτάνει το βλήμα στο έδαφος. Είναι: υy = gt1  ή  t1 = 5 s.

δ. Είναι: Η =
1

2
1

2gt   ή  H = 125 m.

Έστω s το βεληνεκές της οριζόντιας βολής που εκτελεί το βλήμα. Είναι: s = υ0t1  ή  s = 500 m.

195. α. Είναι: Η ∆= ( )1

2

2
g t   ή  Η = 45 m.

β. Έστω υ1  και υ2  οι οριζόντιες ταχύτητες 
που αποκτούν τα κομμάτια με μάζες m1 και m2 
αντίστοιχα αμέσως μετά την έκρηξη.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο κομ-
ματιών κατά την έκρηξη, έχουμε:

H

M

M

m

m

Μετά 

την έκρηξη

(+)

υ

υx

υy

υ = 0 υ = 0

w

T

N
υ1

υ0

Ακριβώς πριν από

την έκρηξη

h

m1 

m1 

m2

m2

υ1
υ2υ = 0

(+)

s1s2

dmax υ′1
υ′1y

υ′1x

m

Ακριβώς πριν

από την έκρηξη

Μετά την 

έκρηξη 
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pολ(πριν) =
pολ(μετά)  ή  0 1 1 2 2= −m mυ υ   ή  υ1 = 2υ2 (1).

Το βεληνεκές s1 της οριζόντιας βολής που εκτελεί το κομμάτι μάζας m1 δίνεται από τη σχέση: 
s1 = υ1Δt (2).

Το βεληνεκές s2 της οριζόντιας βολής που εκτελεί το κομμάτι μάζας m2 δίνεται από τη σχέση:

s2 = υ2Δt (3).

Η απόσταση μεταξύ των δύο κομματιών γίνεται μέγιστη τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνουν 
στο έδαφος. Από το προηγούμενο σχήμα προκύπτει ότι: D = s1 + s2  ή  D = υ1Δt + υ2Δt

ή λόγω της σχέσης (1): D = 2υ2Δt + υ2Δt  ή  υ2 = 20 m/s.

Με αντικατάσταση των τιμών των μεγεθών στη σχέση (1) έχουμε: υ1 = 40 m/s.

γ. Έστω  ′υ1  η ταχύτητα με την οποία φτάνει το κομμάτι μάζας m1 στο έδαφος. Αναλύουμε την 
ταχύτητα  ′υ1  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες  ′υ1x  και  ′υ1y ,  όπως φαίνεται στο προηγού-
μενο σχήμα. Το μέτρο της ταχύτητας  ′υ1  υπολογίζεται από τη σχέση:

′ ′ ′= +υ υ υ1 1

2

1

2

x y   ή  ′ = + ( )υ υ1 1

2 2
g t∆   ή  ′ =1 50 m s/ .

δ. Η κατακόρυφη μετατόπιση y των δύο κομματιών στο χρονικό διάστημα ∆ ′t  είναι η ίδια. 
Επομένως, μετά από χρονικό διάστημα ∆ ′t  μετά την έκρηξη, τα δύο κομμάτια βρίσκονται στο 
ίδιο οριζόντιο επίπεδο. Έστω x1 η οριζόντια απόσταση που έχει διανύσει το κομμάτι μάζας m1 
στο χρονικό διάστημα ∆ ′t .  Είναι: x t1 1= ′υ ∆   ή  x1 = 80 m.

Έστω x2 η οριζόντια απόσταση που έχει διανύσει το κομμάτι μάζας m2 στο χρονικό διάστημα 
∆ ′t .  Είναι: x t2 2= ′υ ∆   ή  x2 = 40 m.

Η απόσταση d μεταξύ των δύο σωμάτων μετά από χρονικό διάστημα ∆ ′t  από τη χρονική στιγ-
μή στην οποία πραγματοποιήθηκε η έκρηξη είναι: d = x1 + x2  ή  d = 120 m.

196. α. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο 
σωμάτων κατά την κρούση, έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ: 

mυ = (Μ + m)VΣ  ή  VΣ = 10 m/s.

β. Έστω Εαπωλ η απώλεια της κινητικής ενέργειας 
του συστήματος των δύο σωμάτων εξαιτίας της 
κρούσης. Είναι:

Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Ε Μ Σαπωλ υ= − +( )1

2

1

2

2 2m m V   ή  Eαπωλ = 450 J.

h

υ
m M

h

Ακριβώς πριν 

από την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)

V
Σ

s

M
 
+

 
mυ1 = 0

υ′1

υ′1x

υ′1y
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γ. Έστω Δt το χρονικό διάστημα στο οποίο το συσσωμάτωμα εκτελεί την οριζόντια βολή. Είναι:

h g t= ( )1

2

2∆   ή  Δt = 0,3 s.

Το βεληνεκές s της οριζόντιας βολής που εκτελεί το συσσωμάτωμα υπολογίζεται από τη σχέση:

s = VΣΔt  ή  s = 3 m.

δ. Έστω  ′υ1  η ταχύτητα του συσσωματώματος τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

Κ1 1

21

2
= +( ) ′M m υ   ή  ′ =υ1 101 m s/ . 

Αναλύουμε την ταχύτητα  ′υ1  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες  ′υ1x  και  ′υ1y ,  όπως φαίνε-

ται στο προηγούμενο σχήμα. Είναι: ′ ′ ′= +υ υ υ1 1

2

1

2

x y   ή  ′ ′= +υ υ1

2 2

1

2V yΣ   ή  υ′1y = 1 m/s.

Είναι: υ1y = gt1  ή  t1 = 0,1 s.

Η κατακόρυφη απόσταση που διανύει το συσσωμάτωμα είναι: y gt1 1

21

2
=   ή  y1 = 0,05 m.

Επομένως, η απόσταση του συσσωματώματος από το έδαφος τη χρονική στιγμή t1 προκύπτει:  

h1 = h – y1  ή  h1 = 0,4 m.

197. α. Επειδή τα σώματα εκτελούν οριζόντιες βολές από το ίδιο ύψος h πάνω από το έδαφος, 
φτάνουν ταυτόχρονα στο έδαφος. Συνεπώς, τα δύο σώματα εκτελούν οριζόντιες βολές για το 

ίδιο χρονικό διάστημα Δt. Είναι: h g t= ( )1

2

2∆   ή  Δt = 2 s.

β. Οι οριζόντιες αποστάσεις s1 και s2 που διανύουν τα δύο σώματα κατά τη διάρκεια των οριζό-
ντιων βολών που εκτελούν δίνονται από τις σχέσεις: s t1 1= ′υ ∆  (1) και s t2 2= ′υ ∆  (2). 

Όπως προκύπτει από το σχήμα, είναι: d s s= −1 2  

ή λόγω των σχέσεων (1) και (2): d t t= −′ ′υ υ1 2∆ ∆   ή  ′ ′− =υ υ1 2 4  (S.I.) (3).

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων κατά την κρούση, θεωρώντας ως θετική 
φορά τη φορά της ταχύτητας υ1,  έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  m m m1 1 1 1 2 2υ υ υ= +′ ′   ή  υ υ υ1 1 24= +′ ′   ή  ′ ′+ =υ υ1 24 84  (S.I.) (4).

Με αφαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (4) και (3) προκύπτει: 5 802
′ =υ  (S.I.)  ή  � �2 16 m s/ . 

Με αντικατάσταση των τιμών των μεγεθών στη σχέση (3), προκύπτει: � �1 20 m s/ . 

γ. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του βλήματος εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆p m m1 1 1 1 1= −′υ υ   ή  ∆p kg m s1 3 2= − ⋅, /   ή  p kg m s1 3 2= ⋅, / .

Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του κιβωτίου εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(μετά)∆  

p p p¬2 2 2= −( ) ( )µετ πριν2(πριν)  ή  ∆p m2 2 2 0= −′υ   ή  ∆p m2 2 2= ′υ   ή  ∆p kg m s2 3 2= + ⋅, /  

ή  p kg m s2 3 2� �, / .
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δ. Με αντικατάσταση των τιμών των μεγεθών στις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει:

s1 = 40 m και s2 = 32 m.

198. α. Έστω υΑ το μέτρο της ταχύτητας του 
τμήματος Α αμέσως μετά την έκρηξη – διά-
σπαση.  Από το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του 
τμήματος Α μάζας mA = m/2 από τη χρονική 
στιγμή αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση 
έως τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει σε 
μέγιστο ύψος h πάνω από το σημείο της έκρη-
ξης, έχουμε: 

Κ Κ
Ατελ αρχ− = Ww   ή  0

1

2

2− = −m m ghA A Aυ   ή  υA gh= 2   ή  υΑ = 60 m/s.

β. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας του σώματος μάζας m ακριβώς πριν από την έκρηξη. Από 
το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του σώματος μάζας m από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή ακριβώς πριν από την έκρηξη – διάσπαση έχουμε:

Κ Κτελ αρχ− = Ww   ή  1

2

1

2

2

0

2m m mgyυ υ− = −   ή  υ υ= −0

2 2gy   ή  υ = 20 m/s.

Έστω υΒ  η ταχύτητα του τμήματος Β μάζας mB = m/2 αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση. 

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων κατά την έκρηξη – διάσπαση, θεωρώντας ως 
θετική τη φορά προς τα πάνω, έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  mυ = mAυΑ + mBυΒ  

ή  m
m m

υ υ υ= +
2 2

Α Β   ή  υ υ υΒ Α= −2   ή  υΒ = −20 m s/ .

Επομένως, το τμήμα Β αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση αρχίζει να κινείται κατακόρυφα 

προς τα κάτω με ταχύτητας μέτρου: |υΒ| = 20 m/s.

γ. Έστω t1 η χρονική στιγμή ακριβώς πριν από την έκρηξη – διάσπαση του σώματος μάζας m. 
Είναι: υ υ= −0 1gt   ή  t1 = 2 s.

Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία το τμήμα Α φτάνει στο μέγιστο ύψος πάνω από το έδαφος. 

Είναι: υ υ= −Α ∆g t   ή  0 = −υΑ ∆g t   ή  ∆ Αt
g

=
υ

  ή  t t
g

2 1− =
υΑ   ή  t t

g
2 1= +

υΑ   ή  t2 = 8 s.

δ. Έστω ′υΒ  η ταχύτητα με την οποία φτάνει το τμήμα Β στο έδαφος. Από το Θ.Μ.Κ.Ε. για 
την κίνηση του σώματος Β από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την έκρηξη μέχρι τη χρονική 

στιγμή στην οποία φτάνει στο έδαφος έχουμε: Κ Κ
Βτελ αρχ− = Ww   ή  1

2

1

2

2 2m m m gyΒ Β Β Β′ − =υ υ   

ή  ′ = +υ υB gyΒ
2 2   ή  ′ =υΒ 40 m s/   ή  ′ = −υΒ 40 m s/ .

t = 0

υ0

Πριν από την 

έκρηξη – διάσπαση

Μετά την 

έκρηξη – διάσπαση

h

y

m
 

m
 

B
 

B
 

A
 

A
 

υA

υB

υ′Β

υ

υ = 0

(+)

t2

t1
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Έστω ∆pB  η μεταβολή της ορμής του τμήματος Β από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την 
έκρηξη μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στο έδαφος. Είναι: ∆ Β

  p p p= −τελ αρχ  

ή αλγεβρικά: ∆ Β Β Β Β Βp m m= −′υ υ   ή  ∆ Β Β Βp
m m

= −′
2 2
υ υ   ή  p kg m sB � � �100 / . 

199. α. Έστω υ2 το μέτρο της ταχύτητας του συσ-
σωματώματος αμέσως μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων 
κατά την κρούση, έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)  

ή  mυ1 = (Μ + m)υ2  ή  υ2 = 10 m/s.

β. Επειδή το μεταλλικό έλασμα είναι λείο, το συσ-
σωμάτωμα μετά την κρούση εκτελεί ομαλή κυκλι-
κή κίνηση. Έστω 



F  η δύναμη που δέχεται το συσ-
σωμάτωμα από το έλασμα.

Η δύναμη 


F  δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Συνεπώς, ισχύει: F
m

R
=

+( )Μ υ2

2

  ή  F = 1.000 N.

γ. Έστω T η περίοδος της κυκλικής κίνησης του συσσωματώματος. Είναι:

υ
π

2

2
=

R

T
  ή  T = 0,04π s.

Το χρονικό διάστημα ∆ ′t  της κίνησης του συσσωματώματος από το σημείο Α στο σημείο Β 

είναι: ∆ Τ
′ =t

2
  ή  ∆ π� �t s0 02, .

δ. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του συσσωματώματος 
εξαιτίας της κρούσης με το ακλόνητο στήριγμα. Είναι:

∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆ Μp m= − +( )0 2υ   

ή  ∆p kg m s= − ⋅20 /   ή  ∆p kg m s= ⋅20 / . 

Έστω ′F  το μέτρο της μέσης δύναμης που ασκείται στο 
συσσωμάτωμα από το στήριγμα κατά τη διάρκεια της 
κρούσης. Είναι:

′ =F
p

t

∆
∆

  ή  � �F N200 . 

Α

R

B

υ
2

κάτοψη

m

Α

M

R

B

υ
1

υ = 0

F

M + m

M + m

Mετά την κρούσηΠριν από την κρούση

(+)

B

υ2 υ = 0Fʹ

M
 
+

 
m B M

 
+

 
m

Ακριβώς πριν

από την κρούση

Αμέσως μετά

την κρούση

(+)
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200. α. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του τρένου. Είναι: υ π
=

2 r

T
  ή  υ = 2 m/s.

β. Έστω m2 η μάζα του πίσω βαγονιού. Είναι:

m = m1 + m2  ή  m2 = 2 kg.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο βαγονιών 
κατά την έκρηξη, έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ:

mυ = m1υ1 + m2υ2  ή  2 3� � m s/ .

Επομένως, το πίσω βαγόνι αμέσως μετά την 
έκρηξη κινείται με ταχύτητα μέτρου |υ2| = 3 m/s, η οποία έχει αντίθετη φορά από τη φορά 
της ταχύτητας 



υ  του τρένου ακριβώς πριν από την έκρηξη.

γ. Το ποσό της ενέργειας Q που ελευθερώνεται κατά την έκρηξη δίνεται από τη σχέση:

Q ¬= −Κ Κολ µετ ολ πριν( ) ( )ολ(μετά)Q ¬= −Κ Κολ µετ ολ πριν( ) ( )ολ(πριν)  ή  Q m m m= + −
1

2

1

2

1

2
1 1

2

2 2

2 2υ υ υ   ή  Q = 75 J.

δ. Έστω ω1 το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του μπροστινού βαγονιού μετά την έκρηξη. Είναι:

υ1 = ω1r  ή  ω1 = 6π rad/s. Έστω ω2 το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του πίσω βαγονιού μετά 
την έκρηξη. Είναι: |υ2| = ω2r  ή  ω2 = 1,5π rad/s.

Έστω Δt το χρονικό διάστημα κίνησης των δύο βαγονιών από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά 
την έκρηξη έως τη χρονική στιγμή στην οποία θα συναντηθούν για πρώτη φορά μετά την έκρη-
ξη. Η γωνία φ1 που διαγράφει το μπροστινό βαγόνι στο χρονικό διάστημα Δt δίνεται από τη 
σχέση: φ1 = ω1Δt (1). Η γωνία που διαγράφει το πίσω βαγόνι στο χρονικό διάστημα Δt δίνεται 
από τη σχέση: φ2 = ω2Δt (2).

Είναι: φ1 + φ2 = 2π (S.I.) ή λόγω των σχέσεων (1) και (2): ω1Δt + ω2Δt = 2π  ή  ∆t s= 4

15
.

Με αντικατάσταση των τιμών των μεγεθών στις σχέσεις (1) και (2) έχουμε:

φ1 = 1,6π rad και φ2 = 0,4π rad. 

201. α. Έστω T1 και T2 οι περίοδοι της ομαλής κυκλικής κίνησης που εκτελούν τα αυτοκίνητα 

με μάζες m1 και m2 αντίστοιχα. Είναι: υ π
1

1

2
=

R

T
  ή  T1 = 10 s  και  υ π

2

2

2
=

R

T
  ή  T2 = 8 s.

β. Έστω Δt το χρονικό διάστημα μεταξύ δύο διαδοχικών συναντήσεων των δύο αυτοκινήτων. 
Το μήκος του τόξου s1 που διανύει το αυτοκίνητο μάζας m1 σε χρονικό διάστημα Δt δίνεται από 
τη σχέση: s1 = υ1Δt (1).

K

υ1υ

r

K

υ2

m1
m m2

r

Πριν από 

την έκρηξη 

Μετά την 

έκρηξη

(+)
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Το μήκος του τόξου s2 που διανύει το αυτοκίνητο μάζας m2 σε χρονικό διάστημα Δt δίνεται από 
τη σχέση: s2 = υ2Δt (2).

Με δεδομένο ότι τα αυτοκίνητα κινούνται κατά την ίδια φορά, θα ξανασυνατηθούν όταν το 
αυτοκίνητο μάζας m2 θα έχει εκτελέσει μία παραπάνω περιφορά από το αυτοκίνητο μάζας m1.

Επομένως, είναι: s2 – s1 = 2πR  ή, λόγω των σχέσεων (1) και (2):

 υ2Δt – υ1Δt = 2πR  ή  Δt = 40 s.

γ. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του αυτοκινήτου μάζας m2 
εξαιτίας της κρούσης με τον τοίχο. Είναι: ∆  p p p= −τελ αρχ  

ή θεωρώντας ως θετική φορά τη φορά της ταχύτητας υ3 ,  έχου-
με: ∆p m m= − ( )2 3 2 2υ υ   ή  Δp = m2(υ3 + υ2)  

ή  ∆p kg m s= + ⋅0 21, / . 

Έστω 


F  η μέση δύναμη που ασκείται στο αυτοκίνητο μάζας m2 
κατά τη διάρκεια της κρούσης. 

Είναι: 




F
p

t
=
∆
∆

  ή αλγεβρικά: F
p

t
=
∆
∆

  ή  F = +3 N. 

Επομένως, η δύναμη 


F  έχει την ίδια φορά με τη φορά της ταχύτητας 3  και μέτρο |F| = 3 N.

δ. Το ζητούμενο ποσοστό υπολογίζεται από τη σχέση: � �� ���� �� ���

�� ����

�
�

�
� �

�
( ) ( )

( )

%
 

100
ά   

ή  π
υ υ

υ
=

−
⋅

1

2

1

2
1

2

100
2 2

2

2 3

2

2 2

2

m m

m

%   ή  π
υ υ

υ
=

−
⋅2

2

3

2

2

2
100%   ή  π = 84%.

202. α. Έστω V το μέτρο της ταχύτητας του συσσω-
ματώματος αμέσως μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σφαιριδίων 
κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1  
ακριβώς πριν από την κρούση:

m1υ1 = (m1 + m2)V  ή  V = 2 m/s.

Η περίοδος Τ της ομαλής κυκλικής κίνησης που εκτελεί το συσσωμάτωμα είναι:

V
T

= 2πR   ή Τ = 2π s.

(+)
υ2

m2

υ3

m2

F

Ακριβώς

πριν από

την κρούση 

Αμέσως

μετά την

κρούση

K

υ1
V

R

R

K
R

R

υ = 0

Σ1 
+

 
Σ2

Σ2 Σ1

Ακριβώς

πριν από

την κρούση 

Αμέσως

μετά την

κρούση
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β. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σφαιριδίου Σ1 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆p m mV1 1 1 1= − υ   ή  ∆p kg m s= − ⋅12 /   ή  p kg m s� �12 / . 

γ. Έστω Εαπωλ η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος των δύο σφαιριδίων εξαιτίας 

της κρούσης. Είναι: Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Εαπωλ υ= − +( )1

2

1

2
1 1

2

1 2

2m m m V   

ή  Eαπωλ = 30 J.

δ. Το συσσωμάτωμα μετά την κρούση εκτελεί ομαλή κυκλική κί-
νηση, οπότε το μέτρο V της γραμμικής του ταχύτητας παραμένει 
σταθερό, δηλαδή ισχύει: V = V′.

Έστω ∆ ′p  η μεταβολή της ορμής του συσσωματώματος κατά τη 
διάρκεια της κίνησής του από τη θέση Α στη θέση Γ που φαίνονται 
στο σχήμα. Είναι: ∆  ′ = −p p pτελ αρχ  

ή θεωρώντας ως θετική φορά τη φορά της ταχύτητας 


V  του συσσω-
ματώματος αμέσως μετά την κρούση:

∆ ′ = − +( ) ′ − +( )p m m V m m V1 2 1 2   ή  ∆ ′ = − +( )p m m V2 1 2   ή  ∆ ′ = − ⋅p kg m s40 /  

ή   � � �p kg m s40 / . 

203. α. Το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος μάζας m1 υπολογίζεται από τη σχέση:

υ ω=     ή  ω = 20 rad/s.

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος μάζας m1 υπολογίζεται από τη σχέση:

α
υ

κ =
2



  ή  ακ = 200 m/s2.

Η περίοδος της κυκλικής κίνησης του σώματος μάζας m1 υπολογίζεται από τη σχέση:

ω
π

=
2
Τ

  ή  T = 0,1π s.

β. Έστω υΣ  η ταχύτητα του συσσωματώματος αμέ-
σως μετά την κρούση. 

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων 
κατά την κρούση, θεωρώντας ως θετική τη φορά της 
ταχύτητας υ  του σώματος μάζας m1 ακριβώς πριν 
από την κρούση, έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  m1υ = (m1 + m2)υΣ   ή  υΣ = 2 m/s.

K
R

Α

Γ

R

Σ1 
+

 
Σ2

Σ1 
+

 
Σ2

(+)

ʹ

V

V

υ

m1

m1 + m2

m2

Ακριβώς πριν από 

την κρούση

Αμέσως μετά 

την κρούση

(+)υ2 = 0

υΣ
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Το ζητούμενο ποσοστό υπολογίζεται από τη σχέση:

� ������ ���

����

� �
�

�
( )

( )

%
 

1

100
ά   ή  π

υ

υ
=

+( )
⋅

1

2
1

2

100
1 2

2

1

2

m m

m

Σ
%   ή  π = 20%.

γ. Επειδή το τραπέζι είναι λείο, το συσσωμάτωμα 
μετά την κοπή του νήματος εκτελεί ευθύγραμμη 
ομαλή κίνηση και φτάνει στην άκρη του τραπεζιού 
με ταχύτητα μέτρου: V = υΣ  ή  V = 2 m/s.

Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία το συσσωμά-
τωμα φτάνει στο δάπεδο. Είναι: 

s = Vt2  ή  t2 = 0,4 s.

Έστω h το ύψος του τραπεζιού. Είναι: h gt=
1

2
2

2   ή  h = 0,8 m.

δ. Αναλύουμε την ταχύτητα υσ  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υσ( )x  και υσ( ) ,y  όπως 
απεικονίζεται στο παραπάνω σχήμα. Είναι:

υσ σ συ υ= +( ) ( )x y

2 2   ή  2 2 2V V y= + υσ( )   ή  υσ(y) = V  ή  gt1 = V  ή  t1 = 0,2 s.

204. α. Η περίοδος της ομαλής κυκλικής κίνησης που εκτελεί το κουτί Α είναι: T = 0,2π s.

Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος Α. Είναι: ω π
=

2
Τ

  ή  ω = 10 rad/s.

Είναι: υ = ωL  ή  L = 2 m.

β. Επειδή η επιφάνεια της ταράτσας του κτηρίου 
είναι λεία, το σώμα Α μετά την κοπή του νήματος 
εκτελεί ευθύγραμμη ομαλή κίνηση και συγκρού-
εται με το σώμα Β με ταχύτητα μέτρου υ. 

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων Α 
και Β κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας 


υ: ή  m1υ = (m1 + m2)υ0  ή  υ0 = 15 m/s.

Έστω Δt το χρονικό διάστημα της κίνησης του συσσωματώματος από τη χρονική στιγμή αμέ-
σως μετά την κρούση έως τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στο έδαφος. Είναι:

Η ∆= ( )1

2

2
g t   ή  Δt = 2 s.

h

s

υσ

υσ(x)

υσ(y)

m1 
+

 
m2

t2

t1

V

t = 0

H

υ

A B

H

Ακριβώς πριν 

από την κρούση

Μετά 

την κρούση

(+)

s

A
 
+

 
B

υ2 = 0

υ1

υ1x

υ1y

υ0

β. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σφαιριδίου Σ1 εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(μετά)∆  

p p p¬1 1 1= −( ) ( )µετ πριν1(πριν)  ή  ∆p m mV1 1 1 1= − υ   ή  ∆p kg m s= − ⋅12 /   ή  p kg m s� �12 / . 

γ. Έστω Εαπωλ η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος των δύο σφαιριδίων εξαιτίας 

της κρούσης. Είναι: Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(πριν)Ε Κ Καπωλ ολ πριν ολ µετ= −( ) ( )¬ολ(μετά)  ή  Εαπωλ υ= − +( )1

2

1

2
1 1

2

1 2

2m m m V   

ή  Eαπωλ = 30 J.

δ. Το συσσωμάτωμα μετά την κρούση εκτελεί ομαλή κυκλική κί-
νηση, οπότε το μέτρο V της γραμμικής του ταχύτητας παραμένει 
σταθερό, δηλαδή ισχύει: V = V′.

Έστω ∆ ′p  η μεταβολή της ορμής του συσσωματώματος κατά τη 
διάρκεια της κίνησής του από τη θέση Α στη θέση Γ που φαίνονται 
στο σχήμα. Είναι: ∆  ′ = −p p pτελ αρχ  

ή θεωρώντας ως θετική φορά τη φορά της ταχύτητας 


V  του συσσω-
ματώματος αμέσως μετά την κρούση:

∆ ′ = − +( ) ′ − +( )p m m V m m V1 2 1 2   ή  ∆ ′ = − +( )p m m V2 1 2   ή  ∆ ′ = − ⋅p kg m s40 /  

ή   � � �p kg m s40 / . 

203. α. Το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του σώματος μάζας m1 υπολογίζεται από τη σχέση:

υ ω=     ή  ω = 20 rad/s.

Το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του σώματος μάζας m1 υπολογίζεται από τη σχέση:

α
υ

κ =
2



  ή  ακ = 200 m/s2.

Η περίοδος της κυκλικής κίνησης του σώματος μάζας m1 υπολογίζεται από τη σχέση:

ω
π

=
2
Τ

  ή  T = 0,1π s.

β. Έστω υΣ  η ταχύτητα του συσσωματώματος αμέ-
σως μετά την κρούση. 

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων 
κατά την κρούση, θεωρώντας ως θετική τη φορά της 
ταχύτητας υ  του σώματος μάζας m1 ακριβώς πριν 
από την κρούση, έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  m1υ = (m1 + m2)υΣ   ή  υΣ = 2 m/s.
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Έστω s η οριζόντια απόσταση που διανύει το συσσωμάτωμα στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

s = υ0Δt  ή  s = 30 m.

γ. Έστω υ1  η ταχύτητα με την οποία το συσσωμάτωμα φτάνει στο έδαφος. Αναλύουμε την 
ταχύτητα υ1  στις κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υ1x  και υ1y  που φαίνονται στο προη-

γούμενο σχήμα. Το μέτρο της ταχύτητας υ1  υπολογίζεται από τη σχέση: υ υ υ1 1

2

1

2= +x y   ή  

υ υ1 0

2 2= + ( )g t∆   ή  υ1 = 25 m/s.

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα υ1  με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
= 1

1

y

x

  ή  εϕϕ =
4
3

. 

δ. Έστω ∆ ′t  το χρονικό διάστημα της κίνησης του συσ-
σωματώματος από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την 
κρούση μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία έχει μετατο-
πιστεί οριζόντια από την αρχική του θέση κατά d. Είναι:

d = υ0t  ή  t = 1 s.

Έστω y η κατακόρυφη μετατόπιση του συσσωματώμα-

τος στο χρονικό διάστημα ∆ ′t .  Είναι: y g t= ′( )1

2

2∆   ή  y = 5 m.

Έστω h1 το ύψος πάνω από το έδαφος στο οποίο βρίσκεται το συσσωμάτωμα τη χρονική στιγμή 
στην οποία έχει μετατοπιστεί οριζόντια κατά d από την αρχική του θέση. Είναι:

h H y1 = −   ή  h1 = 15 m. Επειδή είναι h1 > h = 6 m, το συσσωμάτωμα θα περάσει πάνω από 
τον στύλο.

205. α. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του σώματος μάζας Μ τη χρονική στιγμή στην οποία 
διέρχεται από τη θέση όπου το νήμα γίνεται κατακόρυφο (θέση Γ) για πρώτη φορά μετά τη 
χρονική στιγμή στην οποία το σώμα αφέθηκε ελεύθερο να κινηθεί.

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για την κίνηση του σώματος μάζας Μ πριν από την κρούση μεταξύ των θέ-
σεων Α και Γ που φαίνονται στο επόμενο σχήμα, θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής 
δυναμικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που διέρχεται από το σημείο Γ, έχουμε:

Eμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  ή  ΚΑ + UA = KΓ + UΓ  ή  0
1

2
01

2+ = +ΜgH Mυ   ή  υ1 2= gH   ή  υ1 = 3 m/s.

Mετά 

την κρούση

d
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B
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Α

Ο

M

M M + mm H

Γ

βαρU 0
υ = 0

υ1υ2

w1

T1

(+)

Πριν από 

την κρούση

Ο

w2

T2

Αμέσως

μετά την κρούση

υ = 0

β. Έστω υ2 το μέτρο της ταχύτητας του σώματος μάζας m ακριβώς πριν από την κρούση. Από 
την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων κατά την κρούση έχουμε:  

p p ¬�� ���� �� ���( ) ( )�ολ(πριν) 
 

p p ¬�� ���� �� ���( ) ( )� ολ(μετά)

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά:

mυ υ2 1 0− =Μ   ή  mυ2 = Μυ1  ή  υ
υ

2

1=
Μ
m

  ή  υ2 = 24 m/s.

γ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα μάζας Μ ακριβώς πριν από την κρούση είναι η τάση 
του νήματος 



Τ1  και το βάρος του w1.  Η συνισταμένη των δυνάμεων αυτών δρα ως κεντρομό-

λος δύναμη. Συνεπώς, ισχύει: Σ
 

F F= κ   ή  Τ1 1

1

2

− =w
M

L

υ
  ή  Τ1

1

2

= +Mg
M

L

υ
  ή  Τ1 = 76 Ν.

Οι δυνάμεις που ασκούνται στο συσσωμάτωμα αμέσως μετά την κρούση είναι η τάση του νή-
ματος 



Τ2  και το βάρος του w2.  Είναι: Σ
 

F = 0   ή  Τ2 2 0− =w   ή  Τ2 = (Μ + m)g  ή  T2 = 45 N.

Η ζητούμενη μεταβολή της τάσης του νήματος είναι: ∆Τ Τ Τ= −2 1   ή  T N= −31 .

δ. Έστω ′υ2  το μέτρο της ταχύτητας του σώματος μάζας m ακριβώς πριν από την κρούση και υ 
το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση.

Δ

Ο

Z

m
h

x

Γ

βαρU 0

υ = 0

υ

υ1υ′2 (+)

Ο

Γ
Μ

L
θ

M + m

M + m

Μετά 

την κρούση

Ακριβώς πριν

από την κρούση

Έστω h το μέγιστο ύψος στο οποίο φτάνει το συσσωμάτωμα πάνω από το οριζόντιο επίπεδο το 
οποίο διέρχεται από τη θέση Γ μετά την κρούση. Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΟΖΔ που φαίνεται 
στο σχήμα προκύπτει:
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συνθ =
x

L
  ή  συνθ = −L h

L
  ή  h L= −( )1 συνθ   ή  h = 0,2 m.

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για την κίνηση του συσσωματώματος μεταξύ των θέσεων Γ και Δ που φαί-

νονται στο προηγούμενο σχήμα έχουμε: Eμηχ(Γ) = Εμηχ(Δ)  ή  ΚΓ + UΓ = KΔ + UΔ  

ή  1

2
0 02Μ Μ+( ) + = + +( )m m ghυ   ή  υ = 2gh   ή  υ = 2 m/s.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων κατά την κρούση έχουμε:
pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  m M m′ − = − +( )υ υ υ2 1Μ   ή  � �2 6 m s/ .

206. α. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο 
σώμα Α κατά τη διάρκεια της κίνησής του 
πριν από την κρούση είναι το βάρος του 


wΑ ,  η κάθετη δύναμη 


Ν  και η τριβή ολί-

σθησης 


ΤΑ  από το οριζόντιο επίπεδο.

Είναι: Σ
 

Fy = 0   ή  N wA A− = 0   

ή  NA = mAg  ή  Ν = 50 Ν.

Το μέτρο της τριβής ολίσθησης που 
ασκείται στο σώμα Α από το οριζόντιο 
επίπεδο υπολογίζεται από τη σχέση:

TΑ = μNA  ή  TΑ = 10 N.

Έστω α το μέτρο της επιβράδυνσης του σώματος Α. Είναι:

ΣFx = mAα  ή  TA = mAα  ή  α = 2 m/s2.

Έστω υΑ το μέτρο της ταχύτητας του σώματος Α τη χρονική στιγμή t1 = 2 s, ακριβώς πριν από 

την κρούση. Είναι: υ υ αΑ = −0 1t   ή  υΑ = 6 m/s.

β. Έστω 


V  η ταχύτητα του συσσωματώματος  Σ αμέσως μετά την κρούση. Από την Α.Δ.Ο. για 
το σύστημα των σωμάτων Α και Β κατά την κρούση, θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτη-
τας υΑ ,  έχουμε: pολ(πριν) =

pολ(μετά)  ή  m m m m VΑ Α Β Β Α Βυ υ− = +( )   ή  V = 4 m/s.

γ. Το συσσωμάτωμα Σ από τη χρονική στιγμή t1, αμέσως μετά την κρούση, έως τη χρονική στιγ-
μή στην οποία φτάνει στο κατώτερο σημείο Γ του τεταρτοκυκλίου εκτελεί ευθύγραμμη ομαλή 
κίνηση με σταθερή ταχύτητα 



V.  

Γ

Δ

V V

Vτελ

K

Α ΒΑ

R

R

t = 0 t1

υΑυ0 υΒTA

w

ΝA

Ν

K

Σ

Σ

R
R

t1

(+)

wΑ

T

Μετά την κρούση

Πριν από

την κρούση
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Οι δυνάμεις που ασκούνται στο συσσωμάτωμα Σ κατά τη διάρκεια της κίνησής του στο τε-
ταρτοκύκλιο είναι το βάρος του w,  η ακτινική δύναμη 



Ν  και η τριβή ολίσθησης 


Τ  από το 
τεταρτοκύκλιο.

Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του συσσωματώματος στο τεταρτοκύκλιο από τη 
θέση Γ στη θέση Δ, έχουμε:

Κ Κ Τ Ντελ αρχ− = + +W W Ww   ή  1

2

1

2
02 2m m V m m V m m gR WB B B TΑ Α Α+( ) − +( ) = − +( ) + +τελ  

ή  W JT = −35 . 

δ. Έστω QK η θερμότητα που παράχθηκε εξαιτίας της κρούσης. Είναι:

QK ¬= −Κ Κολ πριν ολ µετ( ) ( )ολ(πριν)QK ¬= −Κ Κολ πριν ολ µετ( ) ( )ολ(μετά)  ή  Q m m m m VK A A= + − +( )1

2

1

2

1

2

2 2 2υ υΑ Β Β Β   ή  QK = 35 J.

Έστω WTA
 το έργο της τριβής κατά την ομαλή επιβραδυνόμενη κίνηση του σώματος Α. 

Είναι: W T xT A AA
= − ⋅  (1).

Ισχύει: x tA = −υ α0 1 1

21

2
t   ή  xΑ = 16 m (2).

Από τη σχέση (1), λόγω της σχέσης (2), προκύπτει:

W JTA
= −160   ή  W JTA

= 160 .

Επομένως, η συνολική θερμότητα που παράχθηκε κατά τη διάρκεια του φαινομένου είναι:

Qολ = QK + QT + QTΑ
  ή Qολ = QK + WT

 + WTA
  ή  Qολ = 230 J.
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Κεφάλαιο 3ο: Ηλεκτρικό πεδίο

3.1 Ηλεκτρικό πεδίο

ΘΕΜΑΤΑ A

Θέματα πολλαπλής επιλογής

14. α 15. γ 16. γ 17. β 18. α 19. δ

20. α 21. δ 22. β 23. δ 24. γ 25. α

26. β 27. α 28. β 29. β 30. γ 31. α

32. γ 33. δ 34. β 35. β 36. δ 37. α

38. γ 39. α 40. δ 41. γ 42. δ 43. α

44. δ 45. δ 46. γ 47. γ 48. δ 49. β

50. β 51. γ 52. α 53. β

Θέματα του τύπου «Σωστό ή Λάθος»

54. α. Λ β. Λ γ. Σ δ. Σ ε. Σ

55. α. Σ β. Σ γ. Σ δ. Σ ε. Λ

56. α. Σ β. Λ γ. Λ δ. Σ ε. Λ

57. α. Σ β. Λ γ. Λ δ. Σ ε. Σ

58. α. Λ β. Σ γ. Λ δ. Σ ε. Σ
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59. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω U1 η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των σημειακών φορτίων q1 και q2, 

όταν απέχουν μεταξύ τους απόσταση r1 = 0,1 m. Είναι: U K
q q

r
c1

1 2

1

=  (1).

Έστω U2 η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των σημειακών φορτίων q1 και ′q2 ,  

όταν απέχουν μεταξύ τους απόσταση r2 = 0,05 m. Είναι: U K
q q

r
c2

1 2

2

=
′

 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:
U

U

q r

q r

1

2

2 2

2 1

=
′

  ή  
U
U
1

2

1
6

= .

60. Σωστή επιλογή είναι η α.

Επειδή η αρχική ηλεκτρική δυναμική ενέργεια U του συστήματος των δύο φορτίων είναι αρ-
νητική, τα φορτία Q1 και Q2 είναι ετερόσημα. Επομένως, οι δυνάμεις Coulomb με τις οποίες 
αλληλεπιδρούν τα δύο σφαιρίδια είναι ελκτικές, οπότε από τη χρονική στιγμή στην οποία τα 
δύο σφαιρίδια αφήνονται ελεύθερα να κινηθούν και μετά αρχίζουν να εκτελούν ευθύγραμμες 
επιταχυνόμενες κινήσεις πλησιάζοντας μεταξύ τους. Έστω Κ1 και Κ2 οι κινητικές ενέργειες των 
δύο σφαιριδίων με φορτία Q1 και Q2 αντίστοιχα τη χρονική στιγμή στην οποία η ηλεκτρική 
δυναμική ενέργεια του συστήματος τους είναι ίση με ′U .  Επειδή οι δυνάμεις Coulomb με τις 
οποίες αλληλεπιδρούν τα δύο σφαιρίδια είναι συντηρητικές, η μηχανική ενέργεια του συστήμα-
τός τους διατηρείται σταθερή. Συνεπώς, ισχύει:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0 1 2+ = + + ′U K K U   ή  U U K K− ′ = +1 2  (1).

Επειδή είναι Κ1 + Κ2 > 0, από τη σχέση (1) προκύπτει:

U U− ′ > 0   ή  ′ >U U   ή  ′ > −U J0 8,  (2).

Επομένως, η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο φορτίων είναι δυνατόν να 
έχει γίνει:  � � �U J1 2, .

61. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο φορτίων δίνεται από τη σχέση:

U K
q q

r
c= 1 2

1

 (1).
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Επειδή η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο φορτίων είναι αρνητική, ισχύει 
q1q2 < 0. Δηλαδή, τα φορτία q1 και q2 είναι ετερόσημα. Το μέτρο της δύναμης Coulomb με την 
οποία έλκονται τα δύο φορτία δίνεται από τη σχέση:

F K
q q

r
c= 1 2

2
  ή  F K

q q

r
c= − 1 2

2
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) προκύπτει:

F

U r
= −

1   ή  F
U

r
= −   ή  F = 50 Ν.

62. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω Uαρχ η αρχική ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των τριών φορτίων. Είναι:

U K
q q

r
K

q q

r
K

q q

r
c c cαρχ = + +1 2 2 3 1 3   ή  U

K q q q q q q

r

c

αρχ =
+ +( )1 2 2 3 1 3  (1).

Έστω Uτελ η τελική ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των τριών φορτίων. Είναι:

U K
q q

r
K

q q

r
K

q q

rc c cτελ = + +1 2 2 3 1 3

2 2 2

  ή  U
K q q q q q q

r

c

τελ =
+ +( )2 1 2 2 3 1 3  (2).

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ότι: Uτελ = 2Uαρχ.

63. Σωστή επιλογή είναι η β.

Η ηλεκτροστατική δυναμική ενέργεια U του συστήματος των τριών φορτίων δίνεται από τη σχέ-

ση: U K
q q

K
q q

K
q q

c c c= + +Α Β Α Γ Β Γ

α α α
  ή  U K

q q
K

q q
K

q q
c c c=
−( ) +( )

+
−( ) +( )

+
+( ) +( )2 3 2 3

α α α
 

ή  U K q
c� �5

2


. 

64. Σωστή επιλογή είναι η α.

Αρχικά, το πρωτόνιο βρίσκεται πολύ μακριά από το 
σωμάτιο α (στο άπειρο), οπότε η αρχική ηλεκτρική 
δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο σω-
ματιδίων είναι ίση με μηδέν (Uαρχ = 0). Επειδή το 
σωμάτιο α περιέχει 2 πρωτόνια, το φορτίο του είναι qα = +2e, όπου e το στοιχειώδες ηλεκτρικό 
φορτίο. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο πρωτόνιο κατά τη διάρκεια της κίνησης του είναι 
η απωστική δύναμη Coulomb 



F  από το σωμάτιο α, όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήμα.

∞

qα

υ0υ = 0

mp, 
qp mp, 

qp mp, 
qp

rmin

F
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Το πρωτόνιο, υπό τη δράση της δύναμης 


F , εκτελεί ευθύγραμμη επιβραδυνόμενη κίνηση και 
τη χρονική στιγμή στην οποία η ταχύτητά του μηδενίζεται στιγμιαία, η απόστασή του από το 
σωμάτιο α γίνεται ελάχιστη (rmin). Επειδή η δύναμη 



F  είναι συντηρητική, η μηχανική ενέργεια 
του συστήματος των δύο σωματιδίων διατηρείται σταθερή. Για να υπολογίσουμε την ελάχιστη 
απόσταση rmin από το σωμάτιο α στην οποία φτάνει το πρωτόνιο, εφαρμόζουμε την Α.Δ.Μ.Ε. 
για το σύστημα των δύο σωματιδίων κατά τη διάρκεια της κίνησης του πρωτονίου. Έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
0 00

2m K
q q

r
p c

pυ α+ = +
min

  ή  r
K e
m

c
min =

4 2

0
2

.

65. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Επειδή τα φορτία των σωμάτων Σ1 και Σ2 είναι 
ετερόσημα, οι ηλεκτρικές δυνάμεις Coulomb με 
τις οποίες αλληλεπιδρούν είναι ελκτικές.

Έστω υ1  και υ2  οι ταχύτητες των σωμάτων Σ1 
και Σ2 αντίστοιχα τη χρονική στιγμή t1. Επειδή 
η συνισταμένη των εξωτερικών δυνάμεων που 
ασκούνται στο σύστημα είναι ίση με μηδέν Σ

 

Fεξ =( )0 ,  το σύστημα είναι μονωμένο και η ορμή 
του διατηρείται σταθερή. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων Σ1 και Σ2, θεωρώντας 
ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1,  έχουμε:
 

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=   ή  0 1 1 2 2= −m mυ υ   ή  m1υ1 = m2υ2  ή  υ1 = 2υ2.

Η κινητική ενέργεια του σώματος Σ1 τη χρονική στιγμή t1 δίνεται από τη σχέση:

Κ1 1 1

21

2
= m υ  (1).

Η κινητική ενέργεια του σώματος Σ2 τη χρονική στιγμή t1 δίνεται από τη σχέση:

Κ2 2 2

21

2
= m υ  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:

Κ
Κ

1

2

1 1

2

2 2

2
=

m

m

υ
υ

  ή  �
�

1

2

1 2

2

1 2

2

4

2
�

m

m

�

�
  ή  

K
K
1

2

2= .

66. Α. Σωστή επιλογή είναι η β.

Επειδή οι δυνάμεις Coulomb με τις οποίες αλληλεπιδρούν τα σωματίδια Σ1 και Σ2 είναι εσω-
τερικές για το σύστημά τους, το σύστημα των δύο σωματιδίων είναι μονωμένο. Επομένως, η 
ορμή του συστήματος διατηρείται σταθερή κατά τη διάρκεια της κίνησης των δύο σωματιδίων. 
Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωματιδίων έχουμε:  

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=  

rt = 0 t = 0

Σ1 Σ2

υ = 0 υ = 0

r΄

Σ1 Σ2

υ1 υ2

t1 t1

(+)

F1 F2
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ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ2:

0 1 1 2 2= − +m mυ υ   ή  m1υ1 = m2υ2  ή  m2 = 2m1.

Η κινητική ενέργεια Κ1 του σωματιδίου Σ1 τη χρονική 
στιγμή στην οποία τα δύο σωματίδια απέχουν μεταξύ 
τους απόσταση 4r δίνεται από τη σχέση:

Κ1 1 1

21

2
= m υ  (1).

Η κινητική ενέργεια Κ2 του σωματιδίου Σ2 τη χρονική στιγμή στην οποία τα δύο σωματίδια 

απέχουν μεταξύ τους απόσταση 4r δίνεται από τη σχέση: Κ2 2 2

21

2
= m υ  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
Κ
Κ

1

2

1 1

2

2 2

2
=

m

m

υ
υ

  ή  
K
K
1

2

2= .

Β. Σωστή επιλογή είναι η β.

Επειδή οι δυνάμεις Coulomb με τις οποίες αλληλεπιδρούν τα δύο σωματίδια είναι συντηρητι-
κές, η μηχανική ενέργεια του συστήματος των δύο σωματιδίων διατηρείται σταθερή. Εφαρμό-
ζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα των δύο σωματιδίων κατά τη διάρκεια της κίνησής του, 

έχουμε: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0
4

1 2

1 2

1 2+ = + +K
q q

r
K

q q

r
c cΚ Κ

ή  3

4 2

1 2

1

1K
q q

r
c = +Κ

Κ
  ή  3

4

3

2

1 2

1K
q q

r
c = Κ   ή  K

K q q
r

c
1

1 2

2
= .

67. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω m η μάζα και q το φορτίο κάθε σωματιδίου.

Η αρχική ηλεκτρική ενέργεια του συστήματος των δύο 

σωματιδίων δίνεται από τη σχέση: U K
q

r
c=

2

 (1).

Έστω ′U  η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συ-
στήματος των δύο σωματιδίων τη χρονική στιγμή στην οποία τα σωματίδια απέχουν μεταξύ 

τους απόσταση ′r .  Είναι: � �
�

U K
qq

r
c   ή  � �U K

q

r
c

2

2
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: U

U′
= 2   ή  ′ =U

U

2
.

Έστω υ1  και υ2  οι ταχύτητες των δύο σωματιδίων τη χρονική στιγμή στην οποία απέχουν με-
ταξύ τους απόσταση ′r .  Επειδή το σύστημα των δύο σωματιδίων είναι μονωμένο, η ορμή του 
διατηρείται σταθερή. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωματιδίων, έχουμε:

4r

Σ1 Σ2

υ = 0 υ = 0

r

Σ1 Σ2

υ1 υ2

t1 t1

(+)

F1 F2

r΄

υ = 0 υ = 0

r

υ1 υ2
(+)

m,
 
qm,

 
q

m,
 
q m,

 
q

F1 F2
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 

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=  ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ2 : 0 1 2= − +m mυ υ   ή  υ2 = υ1.

Οι κινητικές ενέργειες των δύο σωματιδίων τη χρονική στιγμή στην οποία απέχουν μεταξύ τους 

απόσταση ′r  είναι: Κ1 1

21

2
= mυ  (1) και Κ2 2

21

2
= mυ  (2).

Επειδή είναι υ1 = υ2, από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: Κ1 = Κ2 = Κ.

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για τα σύστημα των δύο σωματιδίων έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0 1 2+ = + + ′U K UΚ   ή  U K
U

= +2
2

  ή  K U
=
4

.

68. Α. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω mα η μάζα του σωματίου α. Είναι:

mα = 2mp + 2mn  ή  mα = 4m.

Έστω qα το φορτίο του σωματίου α. Είναι: 

qα = 2qp  ή  qα = +2e.

Οι δυνάμεις Coulomb με τις οποίες αλληλεπιδρούν το πρωτόνιο και το σωμάτιο α είναι απω-
στικές. Επειδή η δύναμη Coulomb 



Fp  που δέχεται το πρωτόνιο από το σωμάτιο α έχει αντίθετη 
φορά από τη φορά της αρχικής του ταχύτητας υ0 ,  το πρωτόνιο επιβραδύνεται (όχι ομαλά). 
Το σωμάτιο α, υπό τη δράση της δύναμη 



Fα  που δέχεται από το πρωτόνιο, επιταχύνεται (όχι 
ομαλά) ξεκινώντας από την ηρεμία. Τη χρονική στιγμή στην οποία η απόσταση μεταξύ του 
πρωτονίου και του σωματίου α γίνεται ελάχιστη (rmin), η ταχύτητα υp  του πρωτονίου γίνεται 
ίση με την ταχύτητα υα  του σωματίου α.

Επειδή στο σύστημα των δύο σωματιδίων δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάμεις (οι δυνάμεις 
Coulomb με τις οποίες αλληλεπιδρούν είναι εσωτερικές δυνάμεις για το σύστημα των δύο 
σωματιδίων), η ορμή του συστήματος διατηρείται σταθερή. Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Ο. για το 
σύστημα των δύο σωματιδίων έχουμε:  

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ0:

mpυ0 = mpυp + mαυα  ή  mυ0 = mυp + 4mυp  ή  υ
υ

p = 0

5
. Συνεπώς, ισχύει: υ υ

υ
αp = = 0

5
.

Β. Σωστή επιλογή είναι η α.

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα του πρωτονίου και του σωματίου α έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
0

1

2

1

2
0

2 2 2m m m
q q

r
p p p c

pυ υ υα α
α+ = + + Κ

min

ή  1

2

1

2 5

1

2
4

5

2
0

2 0

2

0

2 2

m m m
e

r
p cυ

υ υ
= 





+ 





+ Κ
min

  ή  r
K e
m

c
min =

5 2

0
2

.

mp, 
qp

mp, 
qp

υαυp

rmin

∞
mα, 

qα

mα, 
qα

υ = 0υ0

FαFp
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69. Σωστή επιλογή είναι η β.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωματίδιο q1 

είναι η απωστική δύναμη Coulomb 


F  από το ακλό-
νητο σημειακό φορτίο q2.

Επειδή η δύναμη 


F  είναι συντηρητική, η μηχανική ενέργεια του συστήματος του σωματιδίου 
q1 και του σημειακού φορτίου q2 διατηρείται σταθερή. Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα του 
σωματιδίου q1 και του σημειακού φορτίου q2 κατά τη διάρκεια της κίνησης του σωματιδίου από 
τη χρονική στιγμή στην οποία εκτοξεύεται με κινητική ενέργεια Κ0 μέχρι τη χρονική στιγμή 
στην οποία η κινητική του ενέργεια Κ υποτετραπλασιάζεται (Κ = Κ0/4), έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  Κ Κ0

0 1 20
4

+ = +
K q q

x
c   ή  3

4

4
0

2

K K
e

x
c=

ή  x
K e
K
c=

16
3

2

0

.

70. Σωστή επιλογή είναι η α.

Οι δυνάμεις Coulomb με τις οποίες αλληλεπιδρούν τα 
δύο σωματίδια είναι απωστικές. Η ηλεκτρική δυναμική 
ενέργεια U του συστήματος των δύο σωματιδίων μια 
τυχαία χρονική στιγμή στην οποία τα σωματίδια απέ-
χουν μεταξύ τους απόσταση r δίνεται από τη σχέση:

U K
q q

r
c= 1 2  (1).

Επειδή τα φορτία των δύο σωματιδίων είναι θετικά, η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστή-
ματος των δύο σωματιδίων είναι θετική. 

Επομένως, η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο σωματιδίων γίνεται μέγι-
στη, όταν η απόσταση μεταξύ των δύο σωματιδίων γίνει ελάχιστη (rmin). Η απόσταση μεταξύ 
των δύο σωματιδίων γίνεται ελάχιστη τη χρονική στιγμή στην οποία η ταχύτητα υ1  του σωμα-

τιδίου μάζας m γίνεται ίση με την ταχύτητα υ2  του σωματιδίου μάζας 4m  

υ υ1 2=( ).  
Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωματιδίων έχουμε:  

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά:

4 40 0 1 2m m m mυ υ υ υ− = +   ή  3mυ0 = 5mυ1  ή  


1
03
5

= .

Επομένως, είναι: υ2 = υ1  ή  


2
03
5

= .

∞

Α

q1 q1 q1 q2

x

υ0 υ
F

4m

m

m

4m

υ2

q2 q1

q2 q1

υ0 υ0

υ1

(+)

rmin

∞

F1 F2
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71. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Είναι: Ε =
−

( )
V V

AB

A B   ή  V V ABA B− = ( )Ε  (1).

Είναι: Ε
Γ

Γ=
−

( )
V V

A

A   ή  Ε
Β

Γ=
−
( )

V V

A

A

2
  ή  V V ABA − = ( )Γ Ε2  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
V V

V V

A B

A

−
−

=
Γ

1

2
  ή  

V
V
AB

A

=
1
2

.

72. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω VA το δυναμικό του σημείου Α του ομογενούς ηλε-
κτρικού πεδίου που βρίσκεται στη θέση x = +2 m και 
VB το δυναμικό του σημείου B του ομογενούς ηλεκτρι-
κού πεδίου που βρίσκεται στη θέση x = +5 m. Είναι: 
VB = 2.500 V.

Η απόσταση μεταξύ των σημείων Α και Β είναι: ΑΒ( ) = −( )5 2 m   ή  (AB) = 3 m.

Είναι: Ε =
−

( )
V V

AB

A B   ή  V V ABA B− = ( )Ε   ή  VA = E(AB) + VB  ή  VA = 4.000 V.

73. Σωστή επιλογή είναι η β.

Το μέτρο της έντασης 


Ε  του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου δίνεται από τη σχέση:

Ε
Γ

Γ=
−

( )
V V

A

A   ή  V V AA − = ( )Γ Ε Γ  (1).

Είναι: (ΑΓ) = (ΑΒ) + (ΒΓ)  ή  AB A B( ) = ( ) − ( )Γ Γ   ή  (ΑΒ) = 3(ΒΓ).

Το μέτρο της έντασης 


Ε  του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου δίνεται, επίσης, από τη σχέση:

Ε =
−

( )
V V

AB

A B   ή  V V ABA B− = ( )Ε  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) προκύπτει:

V V

V V

A

A

−
−

=
( )
( )

Γ

Β

ΑΓ
ΑΒ

  ή  
V V

V V

A

A

−
−

=
( )
( )

Γ

Β

ΒΓ
ΒΓ

4

3
  ή  

V V

V V

A

A

−
−

=Γ

Β

4

3
  ή  V

V VA

Β
Γ=

+ 3

4
  ή  VB = 8 V.

74. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω Ε το μέτρο της έντασης του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου. Το μέτρο της έντασης 


Ε  στο 
ομογενές ηλεκτρικό πεδίο ισούται με το πηλίκο της διαφοράς δυναμικού μεταξύ δύο οποιωνδήπο-
τε σημείων του πεδίου προς την απόστασή τους, μετρημένη κατά μήκος μιας δυναμικής γραμμής.

A BO

x = 0 x = +2m x = +5m

E
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Έστω x1 η απόσταση μεταξύ των σημείων Α και Β μετρημένη 
κατά μήκος της δυναμικής γραμμής που διέρχεται από το ση-

μείο Α. Είναι: Ε =
−V V

x

A B

1

  ή  V V xA B− = Ε 1   

ή  − = ( )4 5, V ABB Ε συνϕ  (1).

Έστω x2 η απόσταση μεταξύ των σημείων Γ και Β, μετρημένη 
κατά μήκος της δυναμικής γραμμής που διέρχεται από το ση-

μείο Γ. Είναι: Ε Γ=
−V V

x

B

2

  ή  V V xBΓ Ε− = 2   ή  V VBΓ Ε ΓΒ− = ( )συνϕ  (2).

Είναι:

(ΑΒ) = (ΑΓ) + (ΓΒ)  ή  (ΑΒ) = 3(ΓΒ)  ή  ΓΒ
ΑΒ( ) = ( )
3

 (3).

Η σχέση (2), λόγω της σχέσης (3), γίνεται:

V VBΓ Ε
ΑΒ

− =
( )

3
συνϕ   ή  3 V VBΓ Ε ΑΒ−( ) = ( )συνϕ  (4).

Από τις σχέσεις (1) και (4) προκύπτει: 3 4 5V V VB BΓ −( ) = − ,   ή  V
VB

 � � 2
.

75. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω VΑΒ η διαφορά δυναμικού μεταξύ της αρχικής θέσης Α και της τελικής θέσης Β του φορ-
τίου. Είναι: (ΑΒ) = 2 m.

Το μέτρο της έντασης 


Ε  του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου δίνεται από τη σχέση:

Ε Β= ( )
V

AB

A   ή  VAB = E(AB)  ή  V VAB � �2 103 .

76. Σωστή επιλογή είναι η β.

Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του ηλεκτρονίου υπό τη διαφορά δυναμικού V1 

έχουμε: Κ Κτελ αρχ ηλ
− = WF   ή  1

2
01

2

1m q Ve eυ − =   ή  1

2
1

2

1m q Ve eυ =  (1).

όπου me η μάζα του ηλεκτρονίου και qe το φορτίο του.

Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του ηλεκτρονίου υπό τη διαφορά δυναμικού V2 

έχουμε: Κ Κτελ αρχ ηλ
− = WF   ή  1

2
02

2

2m q Ve eυ − =   ή  1

2
2

2

2m q Ve eυ =  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:

υ
υ

1

2

2

2

1

2

=
V

V
  ή  

υ
υ

1

2

1

2

=
V

V
  ή  

υ
υ

1

2

2

2
=   ή   2 12= .

A

B

Γ

x1

φ

φ

x2

E
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77. A. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω qα το φορτίο του σωματίου α. Είναι: qα = 2qπ  ή  qα = +2e.

Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση ενός σωματίου α μεταξύ των δύο κατακόρυφων 
μεταλλικών πλακών, έχουμε:

Κ Κτελ αρχ ηλ
− = WF   ή  2 0 0Κ Κ− = q Vα   ή  K0 = qαV  ή  500 eV = 2 eV  ή  V = 250 V.

78. Σωστή επιλογή είναι η α.

Το μέτρο της επιτάχυνσης του πρωτονίου δίνεται από τη σχέση:

α1 =
F

m

p

p

  ή  α1 =
q E

m

p

p

  ή  α1 =
q V

m

p

p

 (1).

Το μέτρο της επιτάχυνσης του σωματιδίου με φορτίο q δίνεται από τη σχέση:

α2 =
F

m
  ή  α2 =

qE

m
  ή  α2 =

qV

m
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
α
α

1

2

=
q m

qm

p

p

  ή  


1

2

1
2

= .

79. Σωστή επιλογή είναι η α.

Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του πρωτονίου μεταξύ των σημείων Α και Γ έχουμε:

Κ Κτελ αρχ− = WF   ή  1

2
01

2m q V Vp p Aυ − = −( )Γ   ή  1

2
1

2m q Vp pυ =   ή  υ1

2
=

q V

m

p

p

 (1).

Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του φορτίου q μεταξύ των σημείων Α και Γ έχουμε:

Κ Κτελ αρχ ηλ
− = WF   ή  1

2
02

2m q V VAυ − = −( )Γ   ή  1

2
2

2m qVυ =   ή  υ2

2
=

qV

m
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
υ
υ

1

2

=
q m

qm

p

p

  ή  


1

2

1= .

80. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο φορτίο q1 είναι η δύνα-
μη 



F  από το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο, όπως φαίνεται στο 
διπλανό σχήμα.

Το έργο της δύναμης 


F  κατά τη μετακίνηση του φορτίου q1 
από το σημείο Α στο σημείο Β δίνεται από τη σχέση:

WAB = F(AB)  ή  WAB = q1E(AB) (1).

A q1

B

Γ

υυ0 = 0

E

F



Απαντήσεις – Λύσεις θεµάτων

172

Είναι: (ΑΓ) = (ΑΒ) + (ΒΓ)  ή  (ΑΓ) = 3(ΑΒ).

Το έργο της δύναμης 


F  κατά τη μετακίνηση του φορτίου q1 από το σημείο Α στο σημείο Γ 
δίνεται από τη σχέση: WAΓ = q1(AΓ)  ή  WAΓ = 3q1(AB) (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) έχουμε: 
W

W

AΓ

ΑΒ

= 3   ή  WΑΓ = 30 J.

Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του φορτίου μεταξύ των σημείων Α και Γ έχουμε:

Κ Κτελ αρχ− = WF   ή  ΚΓ ΑΓ− =0 W   ή  ΚΓ = 30 J.

81. Σωστή επιλογή είναι η β.

Το φορτίο του ηλεκτρονίου είναι q ee = − ,  όπου e το στοι-
χειώδες ηλεκτρικό φορτίο. Η μοναδική δύναμη που ασκείται 
στο ηλεκτρόνιο είναι η δύναμη 



Fe  από το ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο, η οποία έχει αντίθετη φορά από τη φορά των δυναμικών 
γραμμών του ηλεκτρικού πεδίου, όπως φαίνεται στο διπλανό 
σχήμα. Είναι: Fe = |qe|E  ή  Fe = eE (1).

Το φορτίο του πρωτονίου είναι qp = +e. Η μοναδική δύναμη 
που ασκείται στο πρωτόνιο είναι η δύναμη 



Fp  από το ομογενές 
ηλεκτρικό πεδίο, η οποία έχει την ίδια φορά με τη φορά των 
δυναμικών γραμμών του ηλεκτρικού πεδίου. Είναι:

Fp = |qp|E  ή  Fp = eE (2).

Έστω αe το μέτρο της επιτάχυνσης του ηλεκτρονίου. Είναι: αe

e

e

F

m
=  

ή λόγω της σχέσης (1): αe

e

eE

m
=  (3), όπου me η μάζα του ηλεκτρονίου. 

Έστω αp το μέτρο της επιτάχυνσης του πρωτονίου. Είναι: αp

p

p

F

m
=  

ή λόγω της σχέσης (2): αp

p

eE

m
=  (4), όπου mp η μάζα του πρωτονίου.

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (4) έχουμε: 
α
α

e

p

p

e

m

m
=  (5).

Επειδή είναι mp > me, από τη σχέση (5) προκύπτει ότι: αe > αp.

Έστω Δt1 το χρονικό διάστημα της κίνησης του ηλεκτρονίου από τη χρονική στιγμή στην οποία 
αφέθηκε ελεύθερο να κινηθεί μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στη θετικά φορτισμέ-

+
+
+
+
+
+

+
+
+

p

e

–
–
–
–
–
–

–
–

+

–

υ0 = 0

υ0 = 0

Fp

Fe

d/2d/2

d

E
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νη πλάκα. Το διάστημα s1 που διανύει το ηλεκτρόνιο στο χρονικό διάστημα Δt1 είναι ίσο με d/2, 
όπου d η απόσταση μεταξύ των δύο πλακών. Συνεπώς, ισχύει:

s te1 1

21

2
= ( )α ∆   ή  d

te
2

1

2
1

2= ( )α ∆   ή  d = αe(Δt1)2 (6).

Έστω Δt2 το χρονικό διάστημα της κίνησης του πρωτονίου από τη χρονική στιγμή στην οποία 
αφέθηκε ελεύθερο να κινηθεί μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στην αρνητικά φορ-
τισμένη πλάκα. Το διάστημα s2 που διανύει το πρωτόνιο στο χρονικό διάστημα Δt2 είναι ίσο με 

d/2. Συνεπώς, ισχύει: s tp2 2

21

2
= ( )α ∆   ή  d

tp
2

1

2
2

2= ( )α ∆   ή  d = αp(Δt2)2 (7).

Από τις σχέσεις (6) και (7) προκύπτει: αe(Δt1)2 = αp(Δt2)2  ή  
∆
∆

t

t

p

e

1

2

=
α

α
 (8).

Επειδή είναι: αe > αp, από τη σχέση (8) προκύπτει: Δt2 > Δt1.

Επομένως, το ηλεκτρόνιο φτάνει πρώτο στη θετικά φορτισμένη πλάκα.

82. Σωστή επιλογή είναι η α.

Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση ενός ηλεκτρονίου, όταν επιταχύνεται από την ηρε-
μία υπό τη διαφορά δυναμικού V, έχουμε:

Κ Κτελ αρχ ηλ
− = WF   ή  1

2
02m q Ve eυ − =   ή  1

2

2m q Ve eυ = −  (1).

όπου me η μάζα του ηλεκτρονίου.

Έστω ′υ  το μέτρο της ταχύτητας που αποκτά τελικά ένα ηλεκτρόνιο, όταν επιταχύνεται από 
την ηρεμία υπό διαφορά δυναμικού ′ =V V4 .  

Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση ενός ηλεκτρονίου, όταν επιταχύνεται από την ηρε-
μία υπό τη διαφορά δυναμικού ′V ,  έχουμε:

Κ Κτελ αρχ ηλ
− = WF   ή  1

2
02m q Ve

′ − = ′υ   ή  1

2
42m q Ve e

′ = −υ  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:

υ
υ

2

2

1

4′
=   ή  ′ =υ υ2 24   ή  � � 2 .

83. Σωστή επιλογή είναι η α.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο ηλεκτρόνιο είναι η δύναμη 


F  από το ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο. Επειδή το φορτίο του ηλεκτρονίου είναι αρνητικό, η δύναμη 



F  έχει αντίθετη φορά από τη 
φορά των δυναμικών γραμμών του ηλεκτρικού πεδίου, όπως απεικονίζεται στο επόμενο σχήμα.
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Υπό τη δράση της δύναμης 


F,  το ηλεκτρόνιο εκτελεί ευθύ-
γραμμη ομαλά επιβραδυνόμενη κίνηση. Έστω α το μέτρο τής 
επιβράδυνσης του ηλεκτρονίου. Είναι:

Σ




F m= α   ή  F = mα  ή  |qe|E = mα  ή  α =
eE

m
 (1).

Η χρονική εξίσωση της ταχύτητας υ του ηλεκτρονίου δίνεται από τη σχέση: υ υ α= −0 t  (2).

Από τη σχέση (2), για υ = 0 και t = t1, έχουμε: 0 0 1= −υ αt   ή  t1

0=
υ
α

 

ή λόγω της σχέσης (1): t
m
Ee1

0=


.  

84. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο ηλεκτρόνιο είναι η 
δύναμη 



F  από το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο, η οποία έχει 
αντίθετη φορά από τη φορά των δυναμικών γραμμών τού 
ηλεκτρικού πεδίου, όπως απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα.

Το ηλεκτρόνιο, υπό τη δράση της δύναμης 


F,  αρχικά, εκτε-
λεί ευθύγραμμη ομαλά επιβραδυνόμενη κίνηση μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητο-
ποιείται στιγμιαία και στη συνέχεια εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση προς την 
αντίθετη κατεύθυνση μέχρι τη χρονική στιγμή t1 στην οποία επιστρέφει στο σημείο εισόδου Ο. 
Το μέτρο της επιβράδυνσης του ηλεκτρονίου είναι ίσο με το μέτρο της επιτάχυνσής του. Έστω 
α το μέτρο της επιβράδυνσης (επιτάχυνσης) του ηλεκτρονίου. Είναι:

Σ




F m= α   ή  F = mα  ή  |qe|E = mα  ή  α =
eE

m
 (1).

Η μετατόπιση Δx του ηλεκτρονίου από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 στην 
οποία επιστρέφει στο σημείο Ο είναι ίση με μηδέν. Συνεπώς, ισχύει:

∆x t t= −υ α0 1 1

21

2
  ή  0

1

2
0 1 1

2= −υ αt t   ή  t t1 0 1

1

2
0υ α−




=  (2).

Από τη σχέση (2) προκύπτει: 

t1 = 0 (άτοπο) ή  υ α0 1

1

2
0− =t   ή  t1

02
=

υ
α

  ή λόγω της σχέσης (1): t
m
Ee1

02
=


.

85. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο ηλεκτρόνιο είναι η δύναμη 


F  από το ομογενές ηλεκτρι-
κό πεδίο, η οποία έχει αντίθετη φορά από τη φορά των δυναμικών γραμμών του πεδίου, όπως 
απεικονίζεται στο επόμενο σχήμα.

υ0

t = 0 t1

υ = 0

E

F

υ0

t = 0

υ = 0

e
e

O
F F

E
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Το ηλεκτρόνιο, υπό τη δράση της δύναμης 


F,  εκτελεί, αρχικά, ευθύ-
γραμμη ομαλά επιβραδυνόμενη κίνηση μέχρι να ακινητοποιηθεί στιγ-
μιαία και στη συνέχεια ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση μέ-
χρι να επιστρέψει στο σημείο εκτόξευσης. Το μέτρο της επιβράδυνσης 
του ηλεκτρονίου είναι ίσο με το μέτρο της επιτάχυνσής του. Έστω α1 το 
μέτρο της επιτάχυνσης (επιβράδυνσης) του ηλεκτρονίου στην περίπτω-
ση που το μέτρο της έντασης του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου είναι ίσο με Ε. Είναι:

Σ




F me= α   ή  F = meα1  ή  |qe|E = meα1  ή  α1 =
q E

m

e

e

 (1)

όπου qe το φορτίο και me η μάζα του ηλεκτρονίου.

Η μετατόπιση Δx1 του ηλεκτρονίου στο χρονικό διάστημα Δt1 είναι ίση με μηδέν. Συνεπώς, 

ισχύει: ∆ ∆ ∆x t t1 0 1 1

21

2
= − ( )υ α   ή  υ α0 1 1

21

2
0∆ ∆t t− ( ) =   ή  ∆ ∆t t1 0 1

1

2
0υ α−




=  (2).

Από τη σχέση (2) προκύπτει ότι: Δt1 = 0 (άτοπο)  ή  υ α0 1

1

2
0− =∆t   ή  ∆t1

02
=

υ
α

  

ή λόγω της σχέσης (1): ∆t
m

q E

e

e

1

02
=

υ
 (3).

Έστω α2 το μέτρο της επιτάχυνσης (επιβράδυνσης) του ηλεκτρονίου στην περίπτωση που το 
μέτρο της έντασης του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου είναι ′ =E E2 .  Είναι:

Σ




F me= α2   ή  ′ =F meα2   ή  q E me e′ = α2   ή  α2

2
=

q E

m

e

e

 (4).

Η μετατόπιση Δx2 του ηλεκτρονίου στο χρονικό διάστημα Δt2 είναι ίση με μηδέν. Συνεπώς, 

ισχύει: ∆ ∆ ∆x t t2 0 2 2 2

21

2
= − ( )υ α   ή  υ α0 2 2 2

21

2
0∆ ∆t t− ( ) =   ή  ∆ ∆t t2 0 2 2

1

2
0υ α−




=  (5).

Από τη σχέση (5) προκύπτει ότι: Δt2 = 0 (άτοπο)  ή  υ α0 2 2

1

2
0− =∆t   ή  ∆t2

0

2

2
=

υ
α

 

ή λόγω της σχέσης (4): ∆t
m

q E

e

e

2

0=
υ

 (6).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (6) και (3) έχουμε: 
∆
∆

t

t

2

1

1

2
=   ή  


t

t
2

1

2
= .

86. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωματίδιο είναι η δύναμη 


F  από το ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο. Επειδή το φορτίο του σωματιδίου είναι αρνητικό, η δύναμη 



F  έχει αντίθετη φορά από τη 
φορά των δυναμικών γραμμών του πεδίου, όπως απεικονίζεται στο επόμενο σχήμα.

Σ

υ
0

υ = 0

F

E
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Υπό τη δράση της δύναμης 


F , το σωματίδιο εκτελεί ευθύγραμ-
μη ομαλά επιβραδυνόμενη κίνηση μέχρι να ακινητοποιηθεί 
στιγμιαία. Έστω α το μέτρο της επιβράδυνσης του σωματιδίου. 

Είναι: Σ




F m= α   ή  |q|E=mα  ή  q
V

L
m= α   ή  α =

q V

mL
 (1).

Έστω Δt το χρονικό διάστημα της κίνησης του σωματιδίου από 
τη χρονική στιγμή στην οποία εκτοξεύεται μέχρι τη χρονική 
στιγμή στην οποία ακινητοποιείται στιγμιαία. Είναι:

υ υ α= −0 ∆t   ή  0 0= −υ α∆t   ή  ∆t =
υ
α

0  (2).

Το διάστημα s που διανύει το σωματίδιο στο χρονικό διάστημα Δt δίνεται από τη σχέση:

s t t= − ( )υ α0

21

2
∆ ∆   ή λόγω της σχέσης (2): s = − 





υ
υ
α

α
υ
α0

0 0

2
1

2
  ή  s =

υ
α
0

2

2

ή λόγω της σχέσης (1): s
mL
q V

=
0
2

2
.

87. Σωστή επιλογή είναι η β.

Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σωματίδιο είναι το βά-
ρος του w  και η δύναμη 



F  από το ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο. Επειδή το σωματίδιο ισορροπεί, η συνισταμένη 
των δυνάμεων που ασκούνται σε αυτό είναι ίση με μηδέν 

Σ
 

F =( )0 .  Επομένως, η δύναμη 


F  είναι αντίθετη του βά-

ρους w  του σωματιδίου 




F w= −( ).  Συνεπώς, η δύναμη 


F  είναι κατακόρυφη με φορά προς τα πάνω, όπως απει-
κονίζεται στο διπλανό σχήμα.

Επειδή η δύναμη 


F  έχει αντίθετη φορά από τη φορά των δυναμικών γραμμών του ομογενούς 
ηλεκτρικού πεδίου, το φορτίο του σωματιδίου είναι αρνητικό. Είναι:

Σ
 

F = 0   ή  F w− = 0   ή  |q|E = mg  ή  q
V

d
mg=   ή  q C= ⋅ −2 10 9   ή  q C� � � �2 10 9 .

88. Σωστή επιλογή είναι η β.

Οι δυνάμεις που ασκούνται στη σταγόνα είναι το βάρος της w  και η δύναμη 


F  από το ομογε-
νές ηλεκτρικό πεδίο. Επειδή η σταγόνα ισορροπεί, η συνισταμένη των δυνάμεων που ασκού-
νται σε αυτήν είναι ίση με μηδέν Σ

 

F =( )0 .  Επομένως, η δύναμη 


F  είναι αντίθετη του βάρους 

+ + + + + +

– – – – – –

+ + +

– – –

Σ

F

E

w

+
+
+
+

+

V

L

–
–

–

–

–
υ0–

υ = 0

s

EF
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w  της σταγόνας 




F w= −( ).  Συνεπώς, η δύναμη 


F  είναι 
κατακόρυφη με φορά προς τα πάνω, όπως απεικονίζεται 
στο διπλανό σχήμα.

Επειδή η δύναμη 


F  έχει αντίθετη φορά από τη φορά των 
δυναμικών γραμμών του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου, 
το φορτίο της σταγόνας είναι αρνητικό. Είναι:

Σ
 

F = 0   ή  F w− = 0   ή  |q|E = w  ή  q w
E

= .

89. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω d η απόσταση μεταξύ των δύο πλακών. Το 
μέτρο Ε της έντασης του ομογενούς ηλεκτρικού 
πεδίου που δημιουργείται στον χώρο μεταξύ των 
δύο μεταλλικών πλακών δίνεται από τη σχέση: 

Ε =
V

d
 (1).

Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σφαιρίδιο είναι το 
βάρος του w  και η δύναμη 



F  από το ομογενές 
ηλεκτρικό πεδίο, όπως απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα.

Το μέτρο της δύναμης 


F  δίνεται από τη σχέση: F = |q|E (2).

Επειδή το σφαιρίδιο ισορροπεί, ισχύει: Σ
 

F = 0   ή  F w− = 0   ή  F = mg (3).

Έστω ′Ε  το μέτρο της έντασης του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου, όταν η τάση μεταξύ των 

μεταλλικών πλακών γίνει ίση με ′ =V V2 .  Είναι: ′ =
′Ε

V

d
  ή  ′ =Ε

2V

d
 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (4) προκύπτει: Ε
Ε′

=
1

2
  ή  ′ =Ε Ε2 .

Έστω ′F  το νέο μέτρο της δύναμης που ασκείται στο σφαιρίδιο από το ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο. Είναι: ′ = ′F q E   ή  ′ =F q E2  (5).

Διαιρώντας κατά μέλη τις σχέσεις (2) και (5) έχουμε: F

F′
=

1

2
  ή  ′ =F F2  

ή λόγω της σχέσης (3): ′ =F mg2 .

Επειδή είναι ′ >F w,  το σφαιρίδιο αρχίζει να κινείται κατακόρυφα προς τα πάνω επιταχυ-
νόμενο. Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης του σφαιριδίου. Είναι:

Σ




F m= α   ή  ′ − =F w mα   ή  2mg mg m− = α   ή  α = g.

(–)

(+)
V

m,
 
q

–+

F

E w

g

+ + + + + +

– – – – – –

+ + +

– – –

Σ

F

E

w
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90. Σωστή επιλογή είναι η α.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στα ηλεκτρόνια είναι η δύναμη 


F  από το ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο. Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης ενός ηλεκτρονίου. Είναι:

Σ




F m= α   ή  F = mα  ή  |q|E = mα  ή  α =
q E

m
 (1).

Από τη σχέση (1) προκύπτει ότι το μέτρο της επιτάχυνσης των ηλεκτρονίων είναι ανεξάρτητο 
της αρχικής τους ταχύτητας υ0 .  Έστω L η οριζόντια απόσταση που διανύει ένα ηλεκτρόνιο 
από τη χρονική στιγμή στην οποία εισέρχεται στο ομογενές ηλεκτρικό πεδίο μέχρι τη χρονική 
στιγμή στην οποία εξέρχεται από αυτό.

Έστω Δt1 το χρονικό διάστημα της κίνησης ενός ηλεκτρονίου μέσα στο ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο στην περίπτωση που εισέρχεται σε αυτό με ταχύτητα μέτρου υ0. Είναι:

L = υ0Δt1  ή  ∆t
L

1

0

=
υ

.

Η κατακόρυφη απόκλιση ymax του ηλεκτρονίου από την αρχική διεύθυνση της κίνησής του στο 
τέλος του χρονικού διαστήματος Δt1 δίνεται από τη σχέση:

y tmax = ( )1

2
1

2
α ∆   ή  y

L
max =

1

2

2

0

2
α
υ

 (2).

Έστω Δt2 το χρονικό διάστημα της κίνησης ενός ηλεκτρονίου μέσα στο ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο στην περίπτωση που εισέρχεται σε αυτό με ταχύτητα μέτρου 2υ0. Είναι:

L = 2υ0Δt2  ή  ∆t
L

2

02
=

υ
.

Έστω ′ymax  η κατακόρυφη απόκλιση του ηλεκτρονίου από την αρχική διεύθυνση της κίνησής 

του στο τέλος του χρονικού διαστήματος Δt2. Είναι: ′ = ( )y tmax

1

2
2

2
α ∆   ή  ′ =y

L
max

1

2 4

2

0

2
α

υ
 (3).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (2) έχουμε:

′
=

y

y

max

max

1

4
  ή  ′ =y

y
max

max

4
  ή  � �y cmmax 1 .

91. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω υ0 το μέτρο της ταχύτητας του σωματιδίου τη χρονική στιγμή στην οποία εξέρχεται από 
το πρώτο ομογενές ηλεκτρικό πεδίο. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του σωματι­
δίου στο πρώτο ομογενές ηλεκτρικό πεδίο έχουμε:

Κ Κτελ αρχ ηλ
− = WF   ή  1

2
00

2

0m qVυ − =   ή  υ0

02
=

qV

m
 (1).

όπου m η μάζα και q το φορτίο του σωματιδίου.
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Το σωματίδιο αμέσως μετά την έξοδό του από 
το πρώτο ηλεκτρικό πεδίο εισέρχεται σε άλλο 
ομογενές ηλεκτρικό πεδίο έντασης 



Ε  με τα-
χύτητα υ0  κάθετα στις δυναμικές γραμμές του 
δεύτερου ηλεκτρικού πεδίου, όπως φαίνεται 
στο διπλανό σχήμα.

Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης με την οποία 
κινείται το σωματίδιο στο δεύτερο ηλεκτρικό 
πεδίο. Είναι:

Σ




F m= α   ή  F = mα  ή  |q|E = mα  ή  α =
q E

m
  ή  α =

q V

md

0  (2).

Έστω Δt το χρονικό διάστημα της κίνησης του σωματιδίου στο δεύτερο ηλεκτρικό πεδίο. Είναι:

2d = υ0Δt  ή  ∆t
d

=
2

0υ
 (3).

Έστω υ  η ταχύτητα με την οποία εξέρχεται το σωματίδιο από το δεύτερο ηλεκτρικό πεδίο. 
Αναλύουμε την ταχύτητα υ  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως φαίνεται 
στο σχήμα. Είναι: υx = υ0 (4)  και  υy = αΔt

ή λόγω των σχέσεων (2) και (3): υ
υy

q V

md

d
= ⋅0

0

2   ή  υ
υy

q V

m
=

2 0

0

 (5).

Η ζητούμενη γωνιακή εκτροπή προσδιορίζεται από τη σχέση: εϕϕ
υ

υ
= y

x

 

ή λόγω των σχέσεων (4) και (5): εϕϕ
υ

=
2 0

0

2

qV

m
 

ή λόγω της σχέσης (1): εφφ = 1  ή   � �45 .

92. Σωστή επιλογή είναι η β.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο πρωτόνιο κατά τη διάρκεια της κίνησής του στο ομογενές 
ηλεκτρικό πεδίο είναι η δύναμη 



Fp  από το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο.

Έστω αp το μέτρο της επιτάχυνσης του πρωτονίου. Είναι:

Σ




F mp p p= α   ή  Fp = mpαp  ή  |qp|E = mpαp  ή  αp

p

p

q E

m
=  (1).

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωμάτιο α κατά τη διάρκεια της κίνησής του στο ομογε-
νές ηλεκτρικό πεδίο είναι η δύναμη 



Fα  από το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο.

Έστω αα το μέτρο της επιτάχυνσης του σωματίου α. Είναι:

υ0

υx

υy υ

+ + + + + +

– – – – – –

+ + +

– – –

V0, d

2d

m, q

φ

F
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Σ




F mα α αα=   ή  Fα = mααα  ή  |qα|E = mααα  ή  αα
α

α

=
q E

m
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) έχουμε: 
α
α

α α

αp

p

p

q m

q m
=   ή  

α
α

α

p

=
1

2
 (3).

Έστω tp η χρονική στιγμή στην οποία εξέρχεται το πρωτόνιο από το ηλεκτρικό πεδίο. Είναι: 

t
L

p =
υ0

 (4). Έστω tα η χρονική στιγμή στην οποία εξέρχεται το σωμάτιο α από το ηλεκτρικό 

πεδίο. Είναι: t
L

α υ
=

0

 (5). Από τις σχέσεις (4) και (5) έχουμε: tp = tα (6).

Η κατακόρυφη απόκλιση yp του πρωτονίου δίνεται από τη σχέση: y tp p p= ( )1

2

2

α ∆  (7).

Η κατακόρυφη απόκλιση yα του σωματίου α δίνεται από τη σχέση: y tα α αα= ( )1

2

2∆  (8).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (8) και (7) έχουμε: 
y

y

t

tp p p

α α αα
α

=
2

2
 

ή λόγω των σχέσεων (3) και (6): 
y

yp

α =
1

2
  ή  y

yp
 = 2

.

93. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία το ηλεκτρόνιο εξέρχεται από το ηλεκτρικό πεδίο στην 
περίπτωση όπου η τάση μεταξύ των οπλισμών του πυκνωτή είναι ίση με V. Είναι:

L = υ0t1  ή  t
L

1

0

=
υ

 (1).

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο ηλεκτρόνιο είναι η δύναμη 


F1  από το ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο. Έστω α1 το μέτρο της επιτάχυνσης του ηλεκτρονίου στην περίπτωση όπου η τάση μεταξύ 
των οπλισμών του πυκνωτή είναι ίση με V. Είναι:

Σ




F m= α1   ή  F1 = mα1  ή  |qe|E1 = meα1  ή  α1

1=
q E

m

e

e

  ή  α1 =
q V

m d

e

e

 (2).

Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία το ηλεκτρόνιο εξέρχεται από το ηλεκτρικό πεδίο στην 
περίπτωση όπου η τάση μεταξύ των οπλισμών του πυκνωτή είναι ′ =V V2 .  Είναι:

L = υ0t2  ή  t
L

2

0

=
υ

 (3).

Από τις σχέσεις (1) και (3) προκύπτει: t1 = t2.

Έστω α2 το μέτρο της επιτάχυνσης του ηλεκτρονίου στην περίπτωση όπου η τάση μεταξύ των 
οπλισμών του πυκνωτή είναι ίση με ′V .  Είναι:



3.1 Ηλεκτρικό πεδίο

181

Σ




F me= α2   ή  F2 = meα2  ή  |qe|E2 = meα2  ή  α2 =
′q V

m d

e

e

  ή  �2

2
�

q V

m d

e

e

 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (4) έχουμε: 
α
α

1

2

1

2
= .

Η κατακόρυφη απόκλιση y1 του ηλεκτρονίου στην περίπτωση όπου η τάση μεταξύ των οπλι-

σμών του πυκνωτή είναι ίση με V δίνεται από τη σχέση: y t1 1 1

21

2
= α  (6).

Έστω y2 η κατακόρυφη απόκλιση του ηλεκτρονίου στην περίπτωση όπου η τάση μεταξύ των 

οπλισμών του πυκνωτή είναι ίση με ′V .  Είναι: y t2 2 2

21

2
= α  (7).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (6) και (7) έχουμε: 
y

y

t

t

1

2

1 1

2

2 2

2
=

α
α

  ή  
y

y

1

2

1

2
=   ή  y2 = 2y1.
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94. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 1.

α. U J� �3 6, . β. ΔU = 2,4 J. γ. Eαπαιτ. = 2,4 J.

95. α. Είναι: U
Q Q

r
c= Κ 1 2   ή  r

Q Q

U

c=
Κ 1 2   ή  r = 0,4 m.

β. Έστω ′r  η νέα απόσταση μεταξύ των δύο φορτίων. Είναι: � �r
r

2
  ή  � �r m0 2, .

Η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια ′U  του συστήματος των δύο φορτίων, όταν απέχουν μεταξύ 

τους απόσταση ′r , δίνεται από τη σχέση: ′ =
′

U
Q Q

r
cΚ 1 2   ή  ′ = ⋅ −U J54 10 5 .

γ. Έστω Εαπαιτ. η ενέργεια που απαιτείται, ώστε να υποδιπλασιάσουμε την απόσταση μεταξύ των 
δύο φορτίων. Είναι: Εαρχ = Ετελ  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0 0+ + = + ′U E Uαπαιτ.   

ή  E U Uαπαιτ. = ′ −  ή  E Jαπαιτ . � � �27 10 5 .

96. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 2.

α. U = 0,45 J. β. U J� �1 95, . γ. Eαπαιτ. = 1,95 J.

97. α. Έστω U1,2 η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των φορτίων q1 και q2. Είναι:

U
q q

r
c1 2

1 2

, = Κ   ή  U1,2 = 0,18 J.

β. Έστω Uολ η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των φορτίων, όταν το σημειακό 
φορτίο q3 τοποθετείται στο σημείο Γ. Είναι:

Uολ = U1,2 + U1,3 + U2,3  ή  0 1 2 1 3

1

2 3

1

= +
−

+K
q q

r
K

q q

r r
K

q q

r
c c c   ή  q C3

75 10� � � � .

γ. Έστω ′Uολ  η νέα ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των τριών φορτίων. Είναι: 

′ = + +U K
q q

r
K

q q

r
K

q q

r
c c cολ

1 2 1 3 2 3   ή  � � � �U Jολ 10 5 10 2, .

δ. Έστω U
q3( )  η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του φορτίου q3, όταν βρίσκεται στο σημείο Γ. Είναι: 
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U q V
q3

3( ) = Γ   ή  U q K
q

r r
K

q

rq c c
3

3

1

1

2

1

( ) = −
+







  ή  U K
q q

r r
K

q q

rq c c
3

1 3

1

2 3

1

( ) = −
+   ή  U J

q3

0 18( ) = − , .

Έστω ′( )U
q3

 η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του φορτίου q3, όταν βρίσκεται στο σημείο Δ. Είναι:

′ =( )U q V
q3

3 ∆   ή  ′ = +



( )U q K

q

r
K

q

rq c c
3

3

1 2   ή  ′ = +( )U K
q q

r
K

q q

rq c c
3

1 3 2 3   ή  � � �� �U J
q3

0 075, .

Έστω Εαπαιτ. η ενέργεια που απαιτείται να δαπανήσουμε για να μεταφέρουμε το φορτίο q3 από το 
σημείο Γ στο σημείο Δ. Από την Αρχή Διατήρησης της Ενέργειας έχουμε:

Εαρχ + Εαπαιτ. = Ετελ  ή  Καρχ + Uαρχ + Εαπαιτ. = Κτελ + Uτελ  ή  0 0
3 3

+ + = + ′( ) ( )U E U
q qαπαιτ.

ή  E Jαπαιτ . ,� � �10 5 10 2 .

98. α. Έστω Uολ η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των φορτίων q1, q2 και q3. 

Είναι: U K
q q

K
q q

K
q q

c c cολ α α α
= + +1 2 2 3 1 3   ή  Uολ = 1,08 J.

β. Έστω Εαπαιτ. η ζητούμενη απαιτούμενη ενέργεια. Είναι: Εαρχ + Εαπαιτ. = Ετελ  

ή  Καρχ + Uαρχ + Εαπαιτ. = Κτελ + Uτελ  ή  0 + 0 + Εαπαιτ. = 0 + Uολ  ή  Εαπαιτ. = 1,08 J.

γ. Έστω ′Uολ  η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των φορτίων q1, q2 και q4. Είναι:

′ = + +U K
q q

r
K

q q

r
K

q q

r
c c cολ

1 2 1 4 2 4   ή  0 1 2 1 4 2 4= + +( )K

r
q q q q q qc

ή  q1q2 + q1q4 + q2q4 = 0  ή  q
q q

q q
4

1 2

1 2

= −
+

  ή  q C4
61 2 10� � � �, .

99. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 4.

α. U = 0,36 J. β. 1
36 10� � m s/ . γ. 

dp
dt

kg m s� �0 9 2, / . δ. 2
36 2 10� � m s/ .

100. α. Έστω Uαρχ η αρχική ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο φορτίων. 

Είναι: U K
q q

r
cαρχ =

1 2

1

  ή  Uαρχ = 1,2 J.

β. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωματίδιο (2) στη διεύθυνση της κίνησής του είναι η 
απωστική δύναμη Coulomb 



F  από το σωματίδιο (1).

Το σωματίδιο (2), υπό τη δράση της δύναμης 


F,  εκτελεί ευθύγραμμη επιταχυνόμενη κίνηση 
με επιτάχυνση που μειώνεται κατά μέτρο. Επειδή η δύναμη 



F  είναι συντηρητική, η μηχανική 
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ενέργεια του συστήματος των δύο σωματι­
δίων διατηρείται σταθερή κατά τη διάρκεια 
της κίνησης του σωματιδίου (2). 

Έστω Uτελ η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια 
του συστήματος των δύο φορτίων τη χρονική 

στιγμή t1. Είναι: U K
q q

r
cτελ = 1 2

2

  ή  Uτελ = 0,3 J.

γ. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του σωματιδίου (2) τη χρονική στιγμή t1. Εφαρμόζοντας την 
Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για το σύστημα των δύο σωματιδίων μεταξύ των 
χρονικών στιγμών t = 0 και t1 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0
1

2
1

2+ = +U m Uαρχ τελυ   ή  υ1 = 30 m/s.

δ. Έστω dp

dt
 το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της ορμής του σωματιδίου (2) τη χρονική στιγμή 

t1. Είναι: dp

dt
F= Σ   ή  dp

dt
F=   ή  dp

dt

q q

r
c= Κ 1 2

2

2
  ή  

dp
dt

kg m s� �2 5 2, / .

ε. Το σωματίδιο (2) αποκτά τη μέγιστη ταχύτητα του τη χρονική στιγμή t2 στην οποία βρίσκεται 
σε άπειρη απόσταση από το σωματίδιο (1).

Έστω υ2 το μέτρο της ταχύτητας του σωματιδίου τη χρονική στιγμή t2. Εφαρμόζοντας την Αρχή 
Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για το σύστημα των δύο σωματιδίων μεταξύ των χρονι-
κών στιγμών t = 0 και t2 έχουμε: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Κ Καρχ αρχ+ = +∞ ∞U U   

ή  0
1

2
02

2+ = +U mαρχ υ   ή  υ αρχ
2

2
=

U

m
  ή  2 20 3= m s/ .

101. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 5.

α. rmin = 0,04 m. β. Umax = 2,7 J. γ. 
dp
dt

kg m s� �67 5 2, / . δ. p kg m s� � �0 18, / .

102. α. Έστω Uαρχ η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο φορτίων τη χρονι-

κή στιγμή t = 0. Είναι: U K
Qq

r
cαρχ =   ή  U Jαρχ � � �18 10 6 .

β. Έστω Uτελ η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο φορτίων τη χρονική 

στιγμή t1. Είναι: U K
Qq

r
cτελ =

min

  ή  U Jτελ � � �90 10 6 .

r2
∞

r1

t = 0Α

q1

B Γ

m,
 
q2 m,

 
q2

t1 t2

m,
 
q2

υ0 = 0 υ1 υ2

FF
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γ. Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα της σφαίρας Σ και του σημειακού φορτίου Q 
μεταξύ των χρονικών στιγμών t = 0 και t1 έχουμε: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  

ή  1

2
00

2m U Uυ αρχ τελ+ = +   ή  υ τελ αρχ
0

2
=

−( )U U

m
  ή  υ0 = 120 m/s.

103. α. Έστω Uαρχ η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο φορτίων τη χρονι-

κή στιγμή t = 0. Είναι: U K
Qq

r
cαρχ =   ή  U Jαρχ � �3 6, .

β. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σω-
ματίδιο στη διεύθυνση της κίνησής του είναι η 
ελκτική δύναμη Coulomb 



F  από το σημειακό 
φορτίο Q, η οποία έχει αντίθετη κατεύθυνση 
από την κατεύθυνση της αρχικής του ταχύτητας 


υ0 ,  όπως απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα.

Το σωματίδιο, υπό τη δράση της δύναμης 


F,  εκτελεί ευθύγραμμη επιβραδυνόμενη κίνηση με 
επιβράδυνση που μειώνεται κατά μέτρο μέχρι τη χρονική στιγμή t1 στην οποία ακινητοποιείται 
στιγμιαία. Τη χρονική στιγμή t1 το σωματίδιο φτάνει στη μέγιστη απόσταση rmax από το σημείο Α.

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα του σημειακού φορτίου Q και του φορτισμένου σωματιδίου 
μεταξύ των χρονικών στιγμών t = 0 και t1 έχουμε: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  

ή  1

2
00

2m U K
Qq

r
cυ αρχ+ = +

max

  ή  rmax = 0,08 m.

γ. Η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος του σημειακού φορτίου Q και του σωματι-
δίου μια τυχαία χρονική στιγμή t στην οποία η μεταξύ τους απόσταση είναι ίση με r δίνεται από 

τη σχέση: U K
Qq

r
c=  (1).

Επειδή τα φορτία Q και q είναι ετερόσημα, η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος 
τους είναι αρνητική. Επομένως, κατά τη διάρκεια της κίνησης του σωματιδίου η απόστασή του 
r από το σημειακό φορτίο Q αυξάνεται, οπότε σύμφωνα με τη σχέση (1), η ηλεκτρική δυναμική 
ενέργεια του συστήματος αυξάνεται. Συνεπώς, τη χρονική στιγμή t1 στην οποία η απόσταση 
μεταξύ του σωματιδίου και του σημειακού φορτίου Q γίνεται μέγιστη, η ηλεκτρική δυναμική 
ενέργεια του συστήματος γίνεται μέγιστη (Umax). Είναι:

U K
Qq

r
cmax

max

=   ή  U Jmax ,� �1 8 .

r

rmax

t = 0Α

Q

B t1

υ = 0
q,

 
m q,

 
m

υ0

F
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δ. Για να διαφύγει το σωματίδιο από το ηλεκτρικό πεδίο που δημιουργεί το σημειακό φορτίο Q, 
πρέπει να βρεθεί σε άπειρη απόσταση από αυτό.

Έστω υ0(min) η ελάχιστη τιμή του μέτρου της ταχύτητας με την οποία πρέπει να εκτοξευτεί το 
σωματίδιο τη χρονική στιγμή t = 0 από το σημείο Β, ώστε να διαφύγει από το ηλεκτρικό πεδίο 
που δημιουργεί το σημειακό φορτίο Q, φτάνοντας στο άπειρο με μηδενική ταχύτητα.

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα του σωματιδίου και του σημειακού φορτίου Q έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
0 00

2m Uυ αρχ(min) + = +   ή  υ αρχ
0

2
=

− U

m

ή  0 200 2= m s/ .

104. α. Έστω Uαρχ η αρχική ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος  των δύο σωματι­

δίων. Είναι: U K
q q

r
cαρχ =

1 2

1

  ή  Uαρχ = 3,6 J.

β. Έστω Uτελ η τελική ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο σωματιδίων τη 

χρονική στιγμή t1. Είναι: U K
q q

r
cτελ = 1 2

2

  ή  Uτελ = 1,8 J.

γ. Οι μοναδικές δυνάμεις που ασκούνται στα 
σωματίδια (1) και (2) στη διεύθυνση της κίνη-
σής τους είναι οι απωστικές δυνάμεις Coulomb 


F1  και 
  

F F F2 1 2= −( )  αντίστοιχα με τις οποίες 
αλληλεπιδρούν. Επειδή η συνισταμένη των εξω-
τερικών δυνάμεων που ασκούνται στο σύστημα 
των δύο σωματιδίων είναι ίση με μηδέν, το σύστημα των δύο σωματιδίων είναι μονωμένο, 
οπότε η ορμή του διατηρείται σταθερή.

Έστω υ1 και υ2 τα μέτρα των ταχυτήτων των σωματιδίων (1) και (2) αντίστοιχα τη χρονική 
στιγμή t1.

Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για το σύστημα των δύο σωματιδίων, θεωρώντας ως 
θετική τη φορά της ταχύτητας υ2 ,  έχουμε:
 

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=   ή  0 1 1 2 2= − +m mυ υ   ή  m1υ1 = m2υ2  ή  υ1 = 2υ2 (1).

Επειδή οι δυνάμεις Coulomb με τις οποίες αλληλεπιδρούν τα δύο σωματίδια είναι συντηρητι-
κές, η μηχανική ενέργεια του συστήματος των δύο σωματιδίων διατηρείται σταθερή.

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα των δύο σωματιδίων έχουμε:

r2

r1

t = 0 t = 0

(1) (1) (2)(2)

BA t1
t1

υ = 0 υ = 0

(+)

υ1 υ2

F1 F2
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Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0
1

2

1

2
1 1

2

2 2

2+ = + +U m m Uαρχ τελυ υ   

ή λόγω της σχέσης (1): U m m Uαρχ τελυ υ= + +2
1

2
1 2

2

2 2

2   ή  υ2 = 10 m/s.

Από τη σχέση (1), για υ2 = 10 m/s, προκύπτει: υ1 = 20 m/s.

δ. Είναι: Σ




F m1 1 1= α   ή  F1 = m1α1  ή  α1

1

1

=
F

m
 (2)

και Σ




F m2 2 2= α   ή  F2 = m2α2  ή  α2

2

2

=
F

m
 (3).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (3) έχουμε: 
α
α

1

2

2

1

=
m

m
  ή  



1

2

2= .

105. α. Στο σωματίδιο (1) ασκείται η απωστική 
δύναμη Coulomb 



F1  από το σωματίδιο (2), ενώ 
στο σωματίδιο (2) ασκείται η απωστική δύναμη 
Coulomb 

  

F F F2 2 1= −( )  από το σωματίδιο (1).

Έστω α1 το μέτρο της επιτάχυνσης του σωματι-

δίου (1) τη χρονική στιγμή t = 0. Είναι: Σ




F m1 1= α   ή  F1 = mα1  ή  α1

1=
F

m
 

ή  α1

1 2

2

=
Κc

q q

r

m
  ή  α1

1 2

2
=
Κc q q

mr
  ή  1

4 24
9
10� � m s/ .

β. Το σύστημα των δύο σωματιδίων είναι μονω-
μένο, οπότε η ορμή του διατηρείται σταθερή.

Έστω υ1 και υ2 τα μέτρα των ταχυτήτων των 
σωματιδίων (1) και (2) αντίστοιχα τη χρονική 
στιγμή t1.

Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για το σύστημα των δύο σωματιδίων, θεωρώντας ως 
θετική τη φορά της ταχύτητας υ2 ,  έχουμε:
 

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=   ή  0 1 2= − +m mυ υ   ή  mυ1 = mυ2  ή  


1

2

1=  (1).

γ. Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα των δύο σωματιδίων μεταξύ των χρονικών στιγμών t = 0 

και t1 έχουμε: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0
1

2

1

2
01 2

1

2

2

2+ = + +K
q q

r
m mc υ υ   

r
t = 0 t = 0

(1) (2)

BA

υ = 0 υ = 0

(+)

F1 F2

∞
r

t = 0 t = 0

(1) (1) (2)(2)

BA t1
t1

υ = 0 υ = 0

(+)

υ1 υ2

F1 F2
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ή λόγω της σχέσης (1): K
q q

r
mc

1 2

1

2= υ   ή  υ1

1 2=
K q q

mr

c   ή  υ1 = 20 m/s.

Επομένως, από τη σχέση (1) για υ1 = 20 m/s προκύπτει: υ2 = 20 m/s.

δ. Έστω WF2
 το έργο της ηλεκτρικής δύναμης 



F2  που ασκείται στο σωματίδιο (2) από τη 
χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του 
σωματιδίου (2) από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 έχουμε:

Κ Κτελ αρχ− = WF2
  ή  1

2
02

2

2
m WFυ − =   ή  W mF2

1

2
2

2= υ   ή  W JF2
0 8= , .

106. α. Οι μοναδικές δυνάμεις που ασκούνται 
στα σωματίδια (1) και (2) είναι οι απωστικές δυ-
νάμεις Coulomb 



F1  και 
  

F F F2 1 2= −( )  αντίστοιχα 
με τις οποίες αλληλεπιδρούν, όπως απεικονιζεται 
στο διπλανό σχήμα.

Επειδή η απωστική δύναμη Coulomb 


F1  που 
ασκείται στο σωματίδιο (1) από το σωματίδιο (2) 
έχει αντίθετη φορά από τη φορά της αρχικής του 
ταχύτητας υ0 ,  το σωματίδιο (1) επιβραδύνεται (όχι ομαλά). Επειδή το σωματίδιο (2) είναι 
αρχικά ακίνητο και δέχεται από το σωματίδιο (1) την απωστική δύναμη Coulomb 



F2 ,  επιταχύ-
νεται (όχι ομαλά) κινούμενο προς την ίδια κατεύθυνση με το σωματίδιο (1).

Επειδή το σωματίδιο (1) επιβραδύνεται η ταχύτητά του μειώνεται συνεχώς, ενώ επειδή το σω-
ματίδιο (2) επιταχύνεται, η ταχύτητά του αυξάνεται συνεχώς.

Τα δύο σωματίδια πλησιάζουν μεταξύ τους για όσο χρονικό διάστημα κινούνται προς την ίδια 
κατεύθυνση και η ταχύτητα του σωματιδίου (1) είναι μεγαλύτερη από την ταχύτητα του σωμα-
τιδίου (2).

Επομένως, τα σωματίδια πλησιάζουν στην ελάχιστη απόσταση rmin μεταξύ τους τη χρονική 
στιγμή t1 στην οποία οι ταχύτητές τους γίνονται ίσες   

υ υ υ1 2= =( ).  Συνεπώς, η κίνηση που 
εκτελεί το σωματίδιο (1) στο χρονικό διάστημα Δt, από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη 
χρονική στιγμή t1, είναι ευθύγραμμη επιβραδυνόμενη με επιβράδυνση που αυξάνεται κατά 
μέτρο, ενώ η κίνηση που εκτελεί το σωματίδιο (2) στο ίδιο χρονικό διάστημα είναι ευθύ-
γραμμη επιταχυνόμενη με επιτάχυνση που αυξάνεται κατά μέτρο.

β. Επειδή στο σύστημα των δύο σωματιδίων δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάμεις, το σύστημα 
είναι μονωμένο και η ορμή του διατηρείται σταθερή. 

t = 0

rmin

(2)(1)

(2)(1)

t1

(+)

∞

υ = 0

υυ

υ0

F1
F2

Α B
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Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για το σύστημα των δύο σωματιδίων μεταξύ των χρονι-
κών στιγμών t = 0 και t1 έχουμε:  

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ0 : mυ0 = mυ + mυ  ή  υ
υ

= 0

2
  ή  υ = 10 m/s.

γ. Επειδή οι δυνάμεις Coulomb με τις οποίες αλληλεπιδρούν τα δύο σωματίδια είναι συντηρη-
τικές, η μηχανική ενέργεια του συστήματος των δύο σωματιδίων διατηρείται σταθερή. Εφαρ-
μόζοντας την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για το σύστημα των δύο σωματιδίων 
μεταξύ των χρονικών στιγμών t = 0 και t1 έχουμε: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  

ή  1

2

1

2

1

2
1 0

2

1

2

2

2 1 2m m m
q q

r
cυ υ υ= + + Κ

min

  ή  rmin = 0,36 m.

δ. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σωματιδίου (1) από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη 
χρονική στιγμή t1. Είναι: ∆  

p p p1 1 1= −τελ αρχ( ) ( )   ή  ∆p m m1 1 1 0= −υ υ   ή  p kg m s1
210= − ⋅− / .

Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του σωματιδίου (2) από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 

στιγμή t1. Είναι: ∆  

p p p2 2 2= −τελ αρχ( ) ( )   ή  ∆p m2 2 0= −υ   ή  Δp2 = m2υ  ή  p kg m s2
210� � �� / .

107. α. Οι μοναδικές δυνάμεις που ασκούνται στα 
σωματίδια (1) και (2) στη διεύθυνση της κίνησής 
τους είναι οι απωστικές δυνάμεις Coulomb 



F1  και 
  

F F F2 1 2= −( )  αντίστοιχα με τις οποίες αλληλεπι-
δρούν. Η απωστική δύναμη Coulomb 



F1  που δέ-
χεται το σωματίδιο (1) από το σωματίδιο (2) έχει 
αντίθετη φορά από τη φορά της αρχικής του ταχύ-
τητα υ0 ,  οπότε το σωματίδιο (1) αρχίζει τη χρονι-
κή στιγμή t = 0 να επιβραδύνεται (όχι ομαλά). Το σωματίδιο (2) είναι αρχικά ακίνητο και δέχε-
ται από το σωματίδιο (1) την απωστική δύναμη Coulomb 



F2 ,  οπότε αρχίζει τη χρονική στιγμή 
t = 0 να επιταχύνεται (όχι ομαλά) κινούμενο προς την ίδια κατεύθυνση με το σωματίδιο (1).

Επειδή το σωματίδιο (1) επιβραδύνεται, η ταχύτητά του μειώνεται συνεχώς, ενώ επειδή το σω-
ματίδιο (2) επιταχύνεται, η ταχύτητά του αυξάνεται συνεχώς.

Τα σωματίδια πλησιάζουν μεταξύ τους για όσο χρονικό διάστημα κινούνται προς την ίδια κα-
τεύθυνση και η ταχύτητα του σωματιδίου (1) είναι μεγαλύτερη από την ταχύτητα του σωματι-
δίου (2).

Επομένως, τα σωματίδια πλησιάζουν στην ελάχιστη απόσταση rmin μεταξύ τους τη χρονική 
στιγμή t1 στην οποία οι ταχύτητές τους γίνονται ίσες   

υ υ υ1 2= =( ).  

t = 0

rmin

(2)(1)

(2)(1)

t1

(+)

d

υ = 0υ0

υυ

Α B

F1 F2
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Επειδή το σύστημα των δύο σωματιδίων είναι μονωμένο, η ορμή του διατηρείται σταθερή. 

Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για το σύστημα των δύο σωματιδίων μεταξύ των χρονι-
κών στιγμών t = 0 και t1 έχουμε:  

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=   ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτη-

τας υ0 : m1υ0 = m1υ + m2υ  ή  υ
υ

=
+

m

m m

1 0

1 2

  ή  υ = 100 m/s.

β. Επειδή οι δυνάμεις Coulomb με τις οποίες αλληλεπιδρούν τα δύο σωματίδια είναι συντηρη-
τικές, η μηχανική ενέργεια του συστήματος των δύο σωματιδίων διατηρείται σταθερή. Εφαρ-
μόζοντας την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για το σύστημα των δύο σωματιδίων 
μεταξύ των χρονικών στιγμών t = 0 και t1 έχουμε: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ 

ή  1

2

1

2

1

2
1 0

2 1 2

1

2

2

2 1 2m
q q

d
m m

q q

r
c cυ υ υ+ = + +Κ Κ

min

  ή  rmin = 0,5 m.

γ. Έστω Umax η μέγιστη ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο σωματιδίων. 

Είναι: U K
q q

r
cmax

min

= 1 2   ή  U Jmax � � �36 10 3 .

δ. Έστω 
dp

dt

( )1  το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της ορμής του σωματιδίου (1) τη χρονική στιγ-

μή t1. Είναι: 
dp

dt
F

( )1 = Σ   ή  
dp

dt
F

( )1

1=   ή  
dp

dt
K

q q

r
c

( )

min

1 1 2

2
=   ή  

dp
dt

kg m s( )1 3 272 10� � �� / .

108. α. Έστω Uαρχ η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο σφαιριδίων τη 

χρονική στιγμή t = 0. Είναι: U K
q q

r
cαρχ =

1 2

1

  ή  U Jαρχ � �0 09, .

β. Έστω Uτελ η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο σφαιριδίων τη χρονική 

στιγμή t1. Είναι: U K
q q

r
cτελ = 1 2

2

  ή  U Jτελ � �0 18, .

γ. Οι μοναδικές δυνάμεις που ασκούνται στα σφαιρί-
δια (1) και (2) στη διεύθυνση της κίνησής τους είναι 
οι ελκτικές δυνάμεις Coulomb 



F1  και 


F2  αντίστοι-
χα με τις οποίες αλληλεπιδρούν. Επειδή το σύστημα 
των δύο σφαιριδίων είναι μονωμένο, η ορμή του δια­
τη ρεί ται σταθερή.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σφαιριδίων, 
θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1,  έχουμε:

t = 0 t = 0
r1

(2)(1)

t1 t1

(+)

r2

(2)(1)

υ = 0 υ = 0

υ1 υ2

F1 F2
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 

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=   ή  0 1 1 2 2= −m mυ υ   ή  m1υ1 = m2υ2  ή  
υ
υ

1

2

2

1

=
m

m
  ή  



1

2

4=  (1).

δ. Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα των δύο σφαιριδίων μεταξύ των χρονικών στιγμών t = 0 

και t1 έχουμε: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0
1

2

1

2
1 1

2

2 2

2+ = + +U m m Uαρχ τελυ υ  

ή  U U m mαρχ τελ υ υ− = +
1

2

1

2
1 1

2

2 2

2  (2).

Επιλύοντας το σύστημα των εξισώσεων (1) και (2) προκύπτει: 

1
212 10� � m s/  και 2

23 10� � m s/ . 

109. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 6.

α. Είναι: F0 = 9 N και w = 1 N. Επειδή είναι F0 > w, το σωματίδιο αρχίζει τη χρονική στιγμή 
t = 0 να κινείται προς τα πάνω.

β. hmax = 0,9 m. γ. h1 = 0,3 m. δ. max= 2 2 m s/ .

110. α. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σωματί-
διο είναι το βάρος του w  και η απωστική δύναμη 
Coulomb 



F  από το σημειακό φορτίο Q.

Έστω F0 το μέτρο της δύναμης 


F  τη χρονική στιγ-
μή t = 0 στην οποία αφήνεται το σωματίδιο ελεύ-
θερο να κινηθεί. Είναι: 

F
Qq

h
c0 2

= Κ   ή  F0

32 25 10= ⋅ −, Ν.

Το μέτρο του βάρους του σωματιδίου υπολογίζε-
ται από τη σχέση: w = mg  ή  w = ⋅ −9 10 3 Ν.

Επειδή ισχύει: w > F0, το σωματίδιο τη χρονική στιγμή t = 0 αρχίζει να κινείται προς τα 
κάτω επιταχυνόμενο (όχι ομαλά).

β. Το μέτρο της δύναμης 


F  τη τυχαία χρονική στιγμή t στην οποία το σωματίδιο απέχει από-

σταση r από το σημειακό φορτίο Q δίνεται από τη σχέση: F
Qq

r
c= Κ  (1).

hmin

h

Δ

Q

Γ

Α

m,
 
q

m,
 
q

βαρU 0=

w

w

h1

t = 0

υmax

F0

F

υ = 0
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Καθώς το σωματίδιο κινείται προς τα κάτω η απόσταση του r από το σημειακό φορτίο Q μειώ­
νεται συνεχώς, οπότε, όπως προκύπτει από τη σχέση (1), το μέτρο της δύναμης 



F  αυξάνεται 
συνεχώς.

Τη χρονική στιγμή t1 το μέτρο της δύναμης 


F  γίνεται ίσο με το μέτρο του βάρους w  του σω-
ματιδίου (F = w), οπότε η συνισταμένη των δυνάμεων που ασκούνται στο σωματίδιο γίνεται 
ίση με μηδέν Σ

 

F =( )0 .  Αμέσως μετά τη χρονική στιγμή t1 το μέτρο της δύναμης 


F  γίνεται 
μεγαλύτερο από το μέτρο του βάρους w  του σωματιδίου (F > w), οπότε το σωματίδιο αρχίζει 
να επιβραδύνεται (όχι ομαλά) μέχρι τη χρονική στιγμή t2 στην οποία ακινητοποιείται στιγμιαία 
στη θέση Δ, όπως φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα.

Επομένως, τη χρονική στιγμή t2 το σωματίδιο φτάνει στο ελάχιστο ύψος πάνω από το σημείο Α.

Για να υπολογίσουμε το ελάχιστο ύψος hmin πάνω από το σημείο Α στο οποίο φτάνει το σω-
ματίδιο εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής ενέργειας για την κίνηση του σω-
ματιδίου μεταξύ των θέσεων Α και Δ, θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής 
ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο που ταυτίζεται με το οριζόντιο δάπεδο. Έχουμε:

Εμηχ(Α) = Εμηχ(Δ)  ή  ΚΑ + Uηλ(Α) + Uβαρ(Α) = ΚΔ + Uηλ(Δ) + Uβαρ(Δ)  

ή  0 0+ + = + +Κ Κc c

Qq

h
mgh

Qq

h
mgh

min

min   ή  h hmin min, ,2 0 5 0 04 0� � �  (S.I.) (2).

Οι λύσεις της εξίσωσης (2) είναι:

hmin = 0,4 m (απορρίπτεται γιατί αντιστοιχεί στο αρχικό ύψος του σωματιδίου).

hmin = 0,1 m (δεκτή).

γ. Το σωματίδιο από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 εκτελεί ευθύγραμμη 
επιταχυνόμενη κίνηση και από τη χρονική στιγμή t1 έως τη χρονική στιγμή t2 εκτελεί ευθύγραμ-
μη επιβραδυνόμενη κίνηση. Επομένως, τη χρονική στιγμή t1 το σωματίδιο αποκτά τη μέγιστη 
ταχύτητά του.

Έστω h1 το ύψος πάνω από το σημείο Α στο οποίο το σωματίδιο αποκτά τη μέγιστη ταχύτητά 
του. Τη χρονική στιγμή t1 ισχύει:

Σ
 

F = 0   ή  F w− = 0   ή  Κc

Qq

h
mg

1

2
=   ή  h1 = 0,2 m.

δ. Έστω υmax το μέτρο της μέγιστης ταχύτητας που αποκτά το σωματίδιο τη χρονική στιγμή 
t1 στην οποία διέρχεται από τη θέση Γ που φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα. Εφαρμόζοντας 
την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για την κίνηση του σωματιδίου μεταξύ των 
θέσεων Α και Γ, θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέργειας το οριζόντιο 
επίπεδο που ταυτίζεται με το οριζόντιο δάπεδο, έχουμε:
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Εμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  ή  ΚΑ + Uηλ(Α) + Uβαρ(Α) = ΚΓ + Uηλ(Γ) + Uβαρ(Γ)  

ή  0
1

2

2

1

1+ + = + +Κ Κc c

Qq

h
mgh m

Qq

h
mghυmax   ή  max= 2 m s/ .

111. α. Έστω Uηλ(αρχ) η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος του σημειακού φορτίου 

Q και του σωματιδίου τη χρονική στιγμή t = 0. Είναι: U K
Qq

r
cηλ αρχ( ) =   ή  Uηλ(αρχ) = 0,09 J.

β. Έστω Uηλ(τελ) η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος του σημειακού φορτίου και του 

σωματιδίου τη χρονική στιγμή t1. Είναι: U K
Qq

d
cηλ τελ( ) =   ή  Uηλ(τελ) = 0,045 J.

γ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σωματίδιο κατά τη 
διάρκεια της κίνησής του είναι το βάρος του w,  η 
απωστική δύναμη Coulomb 



F  από το σημειακό φορ-
τίο Q και η κάθετη δύναμη 



Ν  από το κεκλιμένο επί-
πεδο.

Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του σωματιδίου τη 
χρονική στιγμή t1.

Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα του ση-
μειακού φορτίου και του σωματιδίου μεταξύ των χρο-
νικών στιγμών t = 0 και t1, θεωρώντας ως επίπεδο μηδενικής βαρυτικής δυναμικής ενέργειας το 
οριζόντιο επίπεδο που ταυτίζεται με τη βάση του κεκλιμένου επιπέδου, έχουμε:

Εμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  ή  ΚΑ + Uηλ(αρχ) + Uβαρ(αρχ) = ΚΓ + Uηλ(τελ) + Uβαρ(τελ)  

ή  0
1

2
01

2+ + = + +U mgh m Uηλ αρχ ηλ τελυ( ) ( )   ή  U mg d r m Uηλ αρχ ηλ τεληµϕ υ( ) ( )+ −( ) = +
1

2
1

2   

ή  1 5= m s/ .

δ. Έστω dp

dt
 το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της ορμής του σωματιδίου τη χρονική στιγμή t1. 

Είναι: dp

dt
Fx= Σ   ή  dp

dt
w Fx= +   ή  dp

dt
mg K

Qq

d
c= +ηµϕ

2
  ή  

dp
dt

kg m s� � ��26 25 10 2 2, / . 

112. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 7.

α. U Jολ � � � �4 5 10 3, . β. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 7, ερώτ. β. γ. υ = 300 m/s.

φ
Γ

Q

m,
 
q

dr

t = 0
Ν

Ν
F

υ1

υ = 0

h
t1

βαρU 0=

B

Α

F
w

w

wy

wx
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113. α. Έστω U1,2 η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των σωμάτων (1) και (2). 

Είναι: U K
Q

r
c1 2

2

, =   ή  U J1 2
281 10, � � � .

β. Έστω Uολ η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συ-
στήματος των τριών σωμάτων. Είναι:

Uολ = U1,2 + U1,3 + U2,3  ή  U U K
Qq

r
K

Qq

r
c cολ = + +1 2

2
,   

ή  U Jολ � � �243 10 2 .

γ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα (3) τη χρονική στιγμή t = 0 στην οποία αφήνεται ελεύ-
θερο να κινηθεί είναι η απωστική δύναμη Coulomb 



F1  από το σώμα (1) και η απωστική δύναμη 
Coulomb 



F2  από το σώμα (2). Όπως φαίνεται στο σχήμα, οι δυνάμεις 


F1  και 


F2  έχουν την ίδια 
φορά, οπότε το σώμα (3) τη χρονική στιγμή t = 0 αρχίζει να κινείται πάνω στο οριζόντιο μονω-
τικό δάπεδο απομακρυνόμενο από τα σώματα (1) και (2) μέχρι να φτάσει στο άπειρο τη χρονική 
στιγμή t1. Η κίνηση που εκτελεί το σώμα (3) είναι ευθύγραμμη επιταχυνόμενη με επιτάχυνση 
που μειώνεται κατά μέτρο.

δ. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του σώματος (3) τη χρονική στιγμή t1. Εφαρμόζοντας το 
Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του σώματος (3) από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή 

t1 έχουμε: Κ Κ Γ
τελ αρχ ηλ

− = →∞WF   ή  1

2
1

2m q V Vυ = −( )∞Γ   ή  1

2
1

2m qVυ = Γ   

ή  1

2 2
1

2m q
K Q

r

K Q

r

c cυ = +





  ή  1

2

3

2
1

2m
K Qq

r

cυ =   ή  υ1

3
=

K Qq

mr

c   ή  1
218 10� � m s/ .  

114. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 8.

α. V V V� �� � 100 . β. V V VB � � 300 . γ. VB = 500 V, VΓ = 200 V.

115. α. Είναι: Ε
ΑΒ

Α Β=
−

( )
V V

  ή  Ε = 100 V/m.

β. Είναι: Ε
ΒΓ

Β Γ=
−

( )
V V

  ή  V V VB � � 40 .

γ. Είναι: Ε
ΑΓ

Α Γ=
−

( )
V V

  ή  V VΑ Γ Ε ΑΒ ΒΓ− = ( ) + ( )    ή  V V VA � � 50  (1).

δ. Από τη σχέση (1), για VA = 50 V, προκύπτει:  VΓ = 0.

r r

∞

Α Β Γ

Q Q
m,

 
q

t1

υ = 0

(1) (2) (3)
(3) υ1

F1 F2
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116. α. Είναι: Ε
ΑΒ

Β Α=
−

( )
V V

  ή  V V VΒ Α− = 25   ή  V V VA B� � �25 .

β. Είναι:

V V V VΑ Γ Α Λ− = −   ή  V VΑ Γ Ε ΑΛ− = ( )   

ή  V VΑ Γ Ε ΑΒ− = ( )συνϕ   ή  V V VA � � 12 5, .

γ. Είναι: V VA � � 0 .

117. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 9.

α. F N� � �32 10 18 . β.  � �2 1010 2m s/ . γ. t s1
510� � . δ. 1

52 10� � m s/ .

118. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 10.

α. E = 103 V/m. β. 
dp
dt

kg m s� � ��2 10 3 2/ . γ. υ1 = 200 m/s. δ. t s1
32 10� � � .

119. α. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωματί-
διο είναι η δύναμη 



F  από το ομογενές ηλεκτρικό πε-
δίο, όπως απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα.

Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του σω-
ματιδίου από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t1 έχουμε:

Κ Κτελ αρχ− = WF   ή  1

2

2m Fdυ =   ή  F N� �10 4 .

β. Είναι: F = |q|E  ή  Ε = 100 V/m.

Είναι: � � V

d
  ή  V = 80 V.

γ. Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης του σωματιδίου. Είναι:

Σ




F m= α   ή  F = mα  ή  α = 103 m/s2.

Η χρονική στιγμή t1 υπολογίζεται από τη σχέση: υ = αt1  ή  t s1
24 10� � � .

δ. Είναι: Ε
ΑΒ

Α Β=
−

( )
V V

  ή  V V VA B− = 20 .

Δ

A

Β

Γ

Λ

φ E

V

+
+

+
+
+

+
+

A

B
Γ
t1

υ

d

υ0 = 0

q, m

–
–
–
–
–
–

–
–

t = 0

υ1

F
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ε. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του σωματιδίου τη χρονική στιγμή στην οποία διέρχεται από 
το σημείο Β. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του σωματιδίου από το σημείο Α στο 
σημείο Β έχουμε:

Κ Κτελ αρχ− = WF   ή  1

2
01

2m Fυ − = ( )ΑΒ   ή  υ1

2
=

( )F

m

ΑΒ
  ή  υ1 = 20 m/s.

120. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 11.

α. V = 200 V. β. t s1
62 10� � � . γ. t s2

64 10= ⋅ − . δ.  = ⋅2 105 m s/ .

121. α. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο ηλε-
κτρόνιο είναι η δύναμη 



F  από το ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο, όπως απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα.

Έστω α το μέτρο της επιβράδυνσης του ηλεκτρονίου. 

Είναι: Σ




F m= α   ή  F = mα  ή  |q|E = mα  ή  α =
q V

dm
  

ή  = ⋅16 1012 2m s/ .

β. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του 
ηλεκτρονίου από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 έχουμε:

Κ Κτελ αρχ− = WF   ή  0
1

2
0

2− =m qVυ   ή  υ0

2
= −

qV

m
  ή  0

64 10� � m s/ . 

γ. Είναι:

υ υ α= −0 1t   ή  0 0 1= −υ αt   ή  t1

0=
υ
α

  ή  t s1
825 10� � � .

δ. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας με την οποία επιστρέφει το ηλεκτρόνιο στο σημείο Α τη 
χρονική στιγμή t2. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του ηλεκτρονίου από τη χρονική 
στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t2 έχουμε:

Κ Κτελ αρχ− = WF   ή  1

2

1

2
01

2

0

2m mυ υ− =   ή  υ1 = υ0  ή  1
64 10� � m s/ . 

122. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 12.

α. F N� � �8 10 4 . β. υ1 = 40 m/s. γ. W JF � � � �48 10 6 . δ. V V V� �� � 24 .

V

+
+

+
+
+

+
+

t1
υ0

d

q,
 
m

–
–
–
–
–
–

–
–

t = 0 υ = 0
F A
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123. α. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωματί-
διο είναι η δύναμη 



F  από το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο, 
όπως απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα.

Έστω α η επιβράδυνση του σωματιδίου. Είναι:

Σ




F m= α   ή  F = mα  ή  |q|E = mα  ή  � �5 104 2m s/ .

β. Η χρονική στιγμή t1 υπολογίζεται από τη σχέση:

υ υ α= −0 1t   ή  0 0 1= −υ αt   ή  t1

0=
υ
α

  ή  t s1
310� � .

γ. Η απόσταση (ΑΒ) είναι ίση με τη μετατόπιση Δx του σωματιδίου από τη χρονική στιγμή t = 0 
έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

(ΑΒ) = Δx  ή  AB t t( ) = −υ α0 1 1

21

2
  ή  AB m� � � � �2 5 10 2, .

δ. Έστω WF το ζητούμενο έργο. Είναι:

W F ABF = − ( )   ή  W q E ABF = − ( )   ή  W JF � � � �125 10 7 .

ε. Είναι: Ε
ΑΒ

Α Β=
−

( )
V V

  ή  V V V� �� � 2 5, .

124. α. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σωματίδιο 
είναι το βάρος του w  και η δύναμη 



F  από το ομο-
γενές ηλεκτρικό πεδίο. Επειδή το σωματίδιο ισορ-
ροπεί, η συνισταμένη των δυνάμεων που ασκού-

νται στο σωματίδιο είναι ίση με μηδέν Σ
 

F =( )0 .  

Επομένως, η δύναμη 


F  είναι αντίθετη του βάρους 
w  του σωματιδίου 





F w= −( ).  Δηλαδή, η δύναμη 


F  είναι κατακόρυφη με φορά προς τα πάνω, 

όπως απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα.

Επειδή η δύναμη 


F  έχει αντίθετη φορά από τη φορά των δυναμικών γραμμών του ομογενούς 
ηλεκτρικού πεδίου, το σωματίδιο είναι αρνητικά φορτισμένο (q < 0). Είναι:

Σ
 

F = 0   ή  F w− = 0   ή  |q|E = mg  ή  q
V

d
mg=   ή  q

mgd

V
=  

ή  q C= ⋅ −2 10 6   ή  q C� � � �2 10 6 .

A
q,

 
m t = 0

υ0

Β
q,

 
m t1

υ = 0

F

VM

+ + + + + +

– – – – – –

+ + +

– – –

d q,
 
m

F

w
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β. Έστω ′V  η νέα τιμή της τάσης μεταξύ των δύο πλακών. Είναι: ′ =V
V

2
  ή  ′ =V V100 .

Έστω ′E  το νέο μέτρο της έντασης του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου. Είναι:

′ =
′Ε

V

d
  ή  ′ =E V m500 / .

Έστω ′F  το νέο μέτρο της δύναμης που ασκείται στο σωματίδιο από το ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο. Είναι: ′ = ′F q Ε   ή  ′ = −F N10 3 .

Το μέτρο του βάρους του σωματιδίου είναι: w = mg  ή  w N= ⋅ −2 10 3 .

Επειδή είναι w F� �, το σωματίδιο αρχίζει να κινείται κατακόρυφα προς τα κάτω εκτε-

λώντας ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση μέχρι τη χρονική στιγμή t1 στην οποία 
φτάνει στην αρνητικά φορτισμένη πλάκα.

γ. Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης του σωματιδίου. Είναι: 

Σ




F m= α   ή  w F m− ′ = α   ή  α = 5 m/s2.

δ. Έστω Δx η μετατόπιση του σωματιδίου από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή 

t1. Είναι: ∆x
d

=
2

  ή  1

2 2
1

2αt
d

=   ή  t
d

1 = α
  ή  t s1 0 2= , .

ε. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας με την οποία φτάνει το σωματίδιο στην αρνητικά φορτισμέ-
νη πλάκα τη χρονική στιγμή t1. Είναι: υ1 = αt1  ή  1 1= m s/ .

125. α. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σωματίδιο είναι το βάρος του 
w  και η δύναμη 



F  από το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο, η οποία έχει αντί-
θετη φορά από τη φορά των δυναμικών γραμμών, όπως απεικονίζεται 
στο διπλανό σχήμα.

Έστω α το μέτρο της επιβράδυνσης του σωματιδίου. Είναι:

Σ




F m= α   ή  F + w = mα  ή  |q|E + mg = mα  ή  α = 16 m/s2.

β. Είναι: υ υ α= −0 1t   ή  0 0 1= −υ αt   ή  t1

0=
υ
α

  ή  t1 = 0,5 s.

γ. Έστω Δx η μετατόπιση του σωματιδίου από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή 

t1. Είναι: ∆x t t= −υ α0 1 1

21

2
  ή  Δx = 2 m.

A

q,
 
m

t = 0

υ0

Β

q,
 
m t1

υ = 0

w
F
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Είναι: Ε
ΑΒ

Α Β=
−

( )
V V

  ή  V V xΑ Β Ε∆− =   ή  V V V� �� � �2 104 .

δ. Η μετατόπιση ∆ ′x  του σωματιδίου από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t2 

είναι ίση με μηδέν. Είναι: ∆ ′ = −x t tυ α0 2 2

21

2
  ή  0

1

2
0 2 2

2= −υ αt t   ή  t t2 0 2

1

2
0υ α−




=  (1).

Από τη σχέση (1) προκύπτει: t2 = 0 (άτοπο) ή  υ α0 2

1

2
0− =t   ή  t2

02
=

υ
α

  ή  t2 = 1 s.

ε. Έστω ′υ  η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του σωματιδίου τη χρονική στιγμή t2. Είναι:

′ = −υ υ α0 2t   ή  ′ = −υ 8 m s/   ή  � � 8 m s/ .

126. α. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σω-
ματίδιο είναι η δύναμη 



F  από το ομογενές ηλε-
κτρικό πεδίο, όπως απεικονίζεται στο διπλανό 
σχήμα.

Έστω α το μέτρο της επιβράδυνσης του σωματι­
δίου. Είναι: Σ





F m= α   ή  F = mα  ή  |q|E = mα  

ή  q
V

d
m= α   ή  α =

q V

md
  ή  α = 8 m/s2.

Η χρονική στιγμή t1 στην οποία το σωματίδιο ακινητοποιείται στιγμιαία υπολογίζεται από τη 

σχέση: υ υ α= −0 1t   ή  0 0 1= −υ αt   ή  t1

0=
υ
α

  ή  t1 = 0,25 s.

β. Έστω Δx η μετατόπιση του σωματιδίου από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή 

t1. Είναι: ∆x t t= −υ α0 1 1

21

2
  ή  Δx = 0,25 m.

Η απόσταση ′d  του σωματιδίου από τη θετικά φορτισμένη πλάκα τη χρονική στιγμή t1 δίνεται 
από τη σχέση: ′ = −d d x∆   ή  � �d m0 25, .

γ. Έστω WF το έργο της δύναμης 


F  από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

W F xF = − ∆   ή  W q E xF = − ∆   ή  W q
V

d
xF = − ∆   ή  W JF � � � �2 10 3 .

δ. Είναι: Ε
ΑΒ

Α Β=
−

( )
V V

  ή  V V xΑ Β Ε∆− =   ή  V V
V

d
xΑ Β ∆− =   ή  V V V� �� � 500 .

+ + + + + +

– – – – – –

+ + +

– – –

d Δx

A

q,
 
m t = 0

υ0

Β
q,

 
m t1

υ = 0d΄

F
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ε. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας με την οποία το σωματίδιο επιστρέφει στο σημείο Α τη 
χρονική στιγμή t2. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του σωματιδίου από τη χρονική 
στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t2, έχουμε:

Κ Κτελ αρχ− = →WF

A A   ή  1

2

1

2
01

2

0

2m mυ υ− =   ή  υ1 = υ0  ή  υ1 = 2 m/s.

127. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 13.

α.  � �2 1011 2m s/ . β. t s1
62 10� � � . γ. � �4 2 105 m s/ ,  � �45 .

δ. y = 0,4 m. ε. V V VO A� � 800 .

128. α. Είναι: L = υ0t1  ή  L = 0,4 m.

β. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωμα-
τίδιο είναι η δύναμη 



F  από το ομογενές ηλε-
κτρικό πεδίο, η οποία έχει την ίδια φορά με τη 
φορά των δυναμικών γραμμών, όπως φαίνεται 
στο διπλανό σχήμα.

Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης του σωματι­
δίου. Είναι: Σ





F my = α   ή  F = mα  ή  |q|E = mα  

ή  q
V

d
m= α   ή  α =

q V

md
  ή  α = ⋅4 105 2m s/ .

Αναλύουμε την ταχύτητα υ  σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy  όπως απεικο-
νίζεται στο σχήμα. Το μέτρο της ταχύτητας υ  υπολογίζεται από τη σχέση:

υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ α= + ( )0

2

1

2
t   ή  = 400 2 m s/ .

γ. Είναι: εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εϕϕ
α
υ

=
t1

0

  ή  εφφ = 1  ή   � �45 .

δ. Έστω y η κατακόρυφη απόκλιση του σωματιδίου από την αρχική διεύθυνση της κίνησής του 

τη χρονική στιγμή t1. Είναι: y t=
1

2
1

2α   ή  y = 0,2 m.

Έστω WF το έργο της δύναμης 


F  από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

WF = Fy  ή  WF = |q|Ey  ή  W q
V

d
yF =   ή  W JF � � �16 10 5 .

x

y

+ + + + + +

– – – – –

+ + +

– – –

L

B

υ0

υx

υy
υ

O

q,
 
m

t1
t = 0V

φ

F

d
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ε. Είναι: W q V VF O B= −( )   ή  V V VO B� � 40 .

129. α. Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης του σωμα-
τιδίου. Είναι:

Σ




F my = α   ή  F = mα  ή  |q|E = mα  ή  α = 1010 m/s2.

Η χρονική εξίσωση της οριζόντιας μετατόπισης x του 
σωματιδίου από το σημείο Ο δίνεται από τη σχέση:

x = υ0t  ή  t
x

=
υ0

 (1).

Η χρονική εξίσωση της κατακόρυφης μετατόπισης του 
σωματιδίου από το σημείο Ο δίνεται από τη σχέση:

y t=
1

2

2α   ή λόγω της σχέσης (1): y
x

=
1

2

2

0

2
α
υ

  ή  y = 0,5x2 (S.I.).

β. Έστω x1 η οριζόντια μετατόπιση του σωματιδίου από το σημείο Ο τη χρονική στιγμή t1. 

Είναι: x1 = υ0t1  ή  x m1 3= .

Έστω y1 η κατακόρυφη μετατόπιση του σωματιδίου από το σημείο Ο τη χρονική στιγμή t1. 

Είναι: y t1 1

21

2
= α   ή  y1 = 1,5 m.

γ. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  του σωματιδίου τη χρονική στιγμή t1 σε δύο κάθετες μεταξύ τους 
συνιστώσες υx  και υy ,  όπως απεικονίζεται στο παραπάνω σχήμα. Το μέτρο της ταχύτητας υ  
υπολογίζεται από τη σχέση:

υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ α= + ( )0

2

1

2
t   ή   = ⋅2 105 m s/ .

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα υ  με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εϕϕ = 3   ή   � �60 .

δ. Έστω WF το έργο της δύναμης 


F  από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

WF = Fy1  ή  q V V qEyO B−( ) = 1   ή  V V EyO B− = 1   ή  V V VO B� � 1 500. .

130. α. Είναι: L = υ0t1  ή  L m= 0 2 3, .

B

υ0

υ

O

q,
 
m

t1

t = 0

x

y

y1

x1

φ

E
F

υx

υy
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β. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  σε δύο κάθετες 
μεταξύ τους συνιστώσες υx  και υy ,  όπως φαί-
νεται στο διπλανό στο σχήμα. 

Είναι: εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  3
0

=
υ

υ
y   ή  υ υy = 3 0   

ή  υy m s= ⋅2 3 105 / .

Το μέτρο της ταχύτητας υ  υπολογίζεται από τη 

σχέση: υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ υ= ( ) +3 0

2

0

2   ή  υ = 2υ0  ή   � �4 105 m s/ .

γ. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο πρωτόνιο είναι η δύναμη 


F  από το ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο, όπως φαίνεται στο σχήμα. Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης του πρωτονίου. Είναι:

υy = αt1  ή  α = ⋅2 1011 2m s/ .

Από τον θεμελιώδη νόμο της μηχανικής έχουμε:

Σ




F my = α   ή  F = mα  ή  |q|E = mα  ή  q
V

d
m= α   ή  V

m d

q
=

α   ή  V = 1.000 V.

δ. Η χρονική εξίσωση της οριζόντιας μετατόπισης του πρωτονίου από το σημείο Ο δίνεται από 

τη σχέση: x = υ0t  ή  t
x

=
υ0

 (1).

Η χρονική εξίσωση της κατακόρυφης μετατόπισης του πρωτονίου από το σημείο Ο δίνεται από 

τη σχέση: y t=
1

2

2α  ή λόγω της σχέσης (1): y
x

=
1

2

2

0

2
α
υ

  ή  y = 2,5x2 (S.I.) (2).

ε. Έστω y1 η κατακόρυφη απόκλιση του πρωτονίου από το σημείο Ο τη χρονική στιγμή t1. Από 

τη σχέση (2), για y = y1 και x L m= = 0 2 3, ,  προκύπτει: y = 0,3 m.

131. α. Είναι: L = υ0t1  ή  t s1
62 10� � � .

β. Η κατακόρυφη μετατόπιση y του σωματιδίου από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 

στιγμή t1 είναι: y
d

=
2

  ή  1

2 2
1

2αt
d

=   ή  α =
d

t1

2
  ή  α = 1011 m/s2.

γ. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  του σωματιδίου σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνιστώσες υx  και 


υy ,  όπως φαίνεται στο επόμενο σχήμα. 

+ + + + + ++ + +

– – – – – –– – –

L

B

υ0

υ

O

q,
 
m

t1
t = 0V

υx

υy

φ

F

d
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Είναι: υ υ υ= +x y

2 2   ή  υ υ α= + ( )0

2

1

2
t   

ή   = ⋅2 2 105 m s/ .

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η τα-
χύτητα υ  με την οριζόντια διεύθυνση. Είναι:

εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εφφ = 1  ή   � �45 .

δ. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωματίδιο είναι η δύναμη 


F  από το ομογενές ηλεκτρι-
κό πεδίο, όπως φαίνεται στο σχήμα. Είναι:

Σ




F my = α   ή  F = mα  ή  |q|E = mα  ή  Ε = 2.000 V/m.

Η τάση V μεταξύ των δύο πλακών υπολογίζεται από τη σχέση: Ε =
V

d
  ή  V = Ed  ή  V = 800 V.

132. α. Είναι: L = υ0t1  ή  t s1
410� � .

β. Αναλύουμε την ταχύτητα υ  του σωματιδίου τη 
χρονική στιγμή t1 σε δύο κάθετες μεταξύ τους συνι-
στώσες υx  και υy ,  όπως φαίνεται στο διπλανό στο 
σχήμα. 

Έστω Κ0 η κινητική ενέργεια του σωματιδίου τη 
χρονική στιγμή t = 0 και Κ η κινητική ενέργεια τη 
χρονική στιγμή t1. Είναι:

Κ = 2Κ0  ή  1

2
2

1

2

2

0

2m mυ υ=   ή  υ υ= 2 0   

ή  υ υ υx y

2 2

02+ =   ή  υ υ υ0

2 2

0

22+ =y   ή  υy = υ0  ή  υy m s= ⋅4 103 / .

Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η διεύθυνση της ταχύτητας υ  με την διεύθυνση της τα-

χύτητας υ0 .  Είναι: εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εφφ = 1  ή   � �45 .

γ. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωματίδιο κατά τη διάρκεια της κίνησής του μέσα 
στο ομογενές ηλεκτρικό πεδίο είναι η δύναμη 



F  από το ηλεκτρικό πεδίο. Έστω α το μέτρο της 
επιτάχυνσης του σωματιδίου. Είναι: υy = αt1  ή  α = ⋅4 107 2m s/ .

Έστω dp

dt
 το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της ορμής του σωματιδίου κατά τη διάρκεια της 

κίνησής του μέσα στο ομογενές ηλεκτρικό πεδίο. Είναι:

V

+ + + + + +

– – – – – –

+ + +

– – –

L

υ0

Γ

Μ

t1

t = 0
d

d/2
q,

 
m

υ
φ

F

E

υx

υy

L

+ + + + + +

– – – – – –

+ + +

– – –

Β

t = 0

υ0Α
t1

υ

q,
 
m

φ

F
υx

υy
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dp

dt
Fy= Σ   ή  dp

dt
m= α   ή  

dp
dt

kg m s� � ��16 10 4 2/ .

δ. Είναι: ΣFy = mα  ή  |q|E = mα  ή  Ε = 800 V/m.

ε. Έστω y η κατακόρυφη απόκλιση του σωματιδίου από το σημείο Ο τη χρονική στιγμή t1. 

Είναι: y t=
1

2
1

2α   ή  y = 0,2 m.

Το έργο της δύναμης 


F  από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 δίνεται από τη 

σχέση: WF = Fy1  ή  q V V q EyBΑ −( ) = 1   ή  V V EyBΑ − = − 1   ή  V V VB� � � �160 .

133. α. Για να υπολογίσουμε το μέτρο της ταχύτητας υ0  εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κί-
νηση του ηλεκτρονίου στο χρονικό διάστημα στο οποίο επιταχύνεται υπό την τάση V0. Έχουμε:

Κ Κτελ αρχ ηλ
− = WF   ή  1

2
00

2

0m q V� � �   ή  �0

02
�

q V

m
  ή  0

54 10� � m s/ .

β. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο ηλεκτρόνιο κατά τη διάρκεια της κίνησής του στο 
ομογενές ηλεκτρικό πεδίο που δημιουργείται μεταξύ των οριζόντιων μεταλλικών πλακών είναι 
η δύναμη 



F  από το πεδίο αυτό, όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα. 

V,
 
d

L D

Β

Γ

Δ

t = 0

υ0υ0
Α

m,
 
q

t1

t2

+ + + + + ++ + +

– – – – – –– – –

υ = 0

+–

–

+

V0

φ

υ1

υ1x

υ1y

x

y

y1

y2

y

Fηλ

F

Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης του ηλεκτρονίου κατά τη διάρκεια της κίνησής του στο ομο-
γενές ηλεκτρικό πεδίο που δημιουργείται μεταξύ των οριζόντιων πλακών. Είναι:

Σ




F my = α   ή  F = mα  ή  |q|E = mα  ή  q
V

d
m= α   ή  α =

q V

md
  ή  α = ⋅

4

3
1012 m s/ .

Η χρονική στιγμή t1 στην οποία το ηλεκτρόνιο εξέρχεται από το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο που 
δημιουργείται μεταξύ των οριζόντιων πλακών υπολογίζεται από τη σχέση: 

L = υ0t1  ή  t s1

73 10= ⋅ − . 
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Το μέτρο της ταχύτητας υ1  του ηλεκτρονίου τη χρονική στιγμή t1 υπολογίζεται από τη σχέση:

υ υ υ1 1

2

1

2= +x y   ή  υ υ α1 0

2

1

2= + ( )t   ή  1
54 2 10� � m s/ .

γ. Είναι: y t1 1

21

2
= α   ή  y m1

26 10� � � .

δ. Έστω φ η οξεία γωνία που σχηματίζει η ταχύτητα του ηλεκτρονίου με την οριζόντια διεύθυν-

ση τη χρονική στιγμή t1. Είναι: εϕϕ
υ

υ
= y

x

  ή  εφφ = 1.

Από τη χρονική στιγμή t1 έως τη χρονική στιγμή t2 το ηλεκτρόνιο δεν δέχεται κάποια δύναμη, 
οπότε εκτελεί ευθύγραμμη ομαλή κίνηση με σταθερή ταχύτητα υ1.  

Έστω y2 η κατακόρυφη απόκλιση του ηλεκτρονίου από τη χρονική στιγμή t1 έως τη χρονική 

στιγμή t2. Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΒΓΔ ∆
∧
= °



90  που φαίνεται στο προηγούμενο σχήμα 

έχουμε:

εϕϕ =
y

D

2   ή  y m2

24 10= ⋅ − .

Η κατακόρυφη απόκλιση y του ηλεκτρονίου από την αρχική διεύθυνση της κίνησής του από τη 
χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t2 είναι:

y = y1 + y2  ή  y = 0,1 m.
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134. α. Έστω U1 η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος του σημειακού αντικειμένου 
Σ και του σημειακού φορτίου Q, όταν το σημειακό αντικείμενο Σ διατηρείται ακίνητο στο ση-

μείο Β. Είναι: U K
Qq

AB
c1 = ( )   ή  U J1

672 10� � � .

β. Έστω U2 η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος του σημειακού αντικειμένου Σ και 
του σημειακού φορτίου Q τη χρονική στιγμή στην οποία το σημειακό αντικείμενο διέρχεται 

από το σημείο Γ. Είναι: U K
Qq

A
c2 = ( )Γ   ή  U K

Qq

A
c2 = ( ) + ( )Β ΒΓ

  ή  U J2

636 10= ⋅ − .

Έστω ΔU η μεταβολή της ηλεκτρικής δυναμικής ενέργειας του συστήματος κατά τη μετακίνη-
ση του σημειακού αντικειμένου Σ από το σημείο Β στο σημείο Γ. Είναι:

∆U U U= −2 1   ή  U J� � � �36 10 6 .

Επομένως, η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος ελαττώθηκε.

γ. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας με την οποία διέρ­
χεται το σημειακό αντικείμενο Σ από το σημείο Γ.

Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα του ση-
μειακού αντικειμένου Σ και του σημειακού φορτίου 
Q κατά τη διάρκεια της κίνησης του σημειακού αντικειμένου Σ από το σημείο Β στο σημείο Γ 

έχουμε: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0
1

2
1 1

2

2+ = +U m Uυ   

ή  υ1

1 22
=

−( )U U

m
 ή  υ1 = 6 m/s.

δ. Έστω υ2 το μέτρο της ταχύτητας του σημειακού αντικειμένου Σ τη χρονική στιγμή στην 
οποία φτάνει σε σημείο εκτός του ηλεκτρικού πεδίου που δημιουργεί το σημειακό φορτίο Q 
(δηλαδή φτάνει στο άπειρο). Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα του σημειακού φορτίου Q και 
του σημειακού αντικειμένου Σ κατά τη διάρκεια της κίνησης του σημειακού αντικειμένου Σ 
από το σημείο Β στο άπειρο, έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0
1

2
01 2

2+ = +U mυ   ή  υ2

12
=

U

m

ή  2 6 2= m s/ .

∞
Α

Q

B Γ

Σ(m,
 
q)

ΣΣ

υ1 υ2
F
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135. α. Έστω Uαρχ η αρχική ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο φορτίων. 

Είναι: U K
Qq

r
cαρχ =   ή  U Jαρχ = −9 .

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σφαιρίδιο στη 
διεύθυνση της κίνησής του είναι η ελκτική δύναμη 
Coulomb 



F  από το σημειακό φορτίο Q, η οποία έχει 
αντίθετη κατεύθυνση από την κατεύθυνση της αρχι-
κής του ταχύτητας υ0 ,  όπως απεικονίζεται στο δι-
πλανό σχήμα.

Το σωματίδιο, υπό τη δράση της δύναμης 


F,  εκτελεί ευθύγραμμη επιβραδυνόμενη κίνηση με 
επιβράδυνση που μειώνεται κατά μέτρο μέχρι τη χρονική στιγμή t1 στην οποία ακινητοποιείται 
στιγμιαία. Τη χρονική στιγμή t1 το σφαιρίδιο φτάνει στη μέγιστη απόσταση rmax από το σημεια­
κό φορτίο Q.

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα του σημειακού φορτίου Q και του σφαιριδίου μεταξύ των 
χρονικών στιγμών t = 0 και t1 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
00

2m U K
Qq

r
cυ αρχ+ = +

max

  ή  rmax = 0,2 m.

β. Η δυναμική ενέργεια του συστήματος του σημειακού φορτίου Q και του σφαιριδίου μια τυ-
χαία χρονική στιγμή t στην οποία η μεταξύ τους απόσταση είναι ίση με r δίνεται από τη σχέση:

U K
Qq

r
c=  (1).

Επειδή τα φορτία Q και q είναι ετερόσημα, η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των 
δύο φορτίων είναι αρνητική. Επομένως, κατά τη διάρκεια της κίνησης του σφαιριδίου η από-
στασή του r από το σημειακό φορτίο Q αυξάνεται, οπότε σύμφωνα με τη σχέση (1), η δυναμική 
ενέργεια του συστήματος αυξάνεται. Συνεπώς, τη χρονική στιγμή t1 στην οποία η απόσταση 
μεταξύ του σφαιριδίου και του σημειακού φορτίου Q γίνεται μέγιστη, η δυναμική ενέργεια του 

συστήματος γίνεται μέγιστη (Umax). Είναι: U K
Qq

r
cmax

max

=   ή  U Jmax ,� �4 5 .

γ. Έστω dp

dt



 ο ρυθμός μεταβολής της ορμής του σφαιριδίου τη χρονική στιγμή t1 στην οποία η 

απόστασή του από το σημειακό φορτίο Q γίνεται μέγιστη (rmax). Είναι: 

dp

dt
F





= Σ   ή  dp

dt
F





= .

Α B

Q

t = 0 t
1

r

r
max

υ = 0

q,
 
mq,

 
m

υ
0

F
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Επομένως, το διάνυσμα του ρυθμού μεταβολής της ορμής του σφαιριδίου τη χρονική στιγ-

μή t1 έχει την ίδια κατεύθυνση με το διάνυσμα της δύναμης 


F  που ασκείται στο σφαιρίδιο 
από το το σημειακό φορτίο Q. Το μέτρο του ρυθμού μεταβολής του σφαιριδίου τη χρονική 

στιγμή t1 υπολογίζεται από τη σχέση: dp

dt
F





=   ή  dp

dt

Qq

r
c



= Κ
max

2
  ή  dp

dt
kg m s



� �22 5 2, / .

δ. Για να διαφύγει το σφαιρίδιο από το ηλεκτρικό πεδίο που δημιουργεί το σημειακό φορτίο Q, 
πρέπει να βρεθεί σε άπειρη απόσταση από αυτό.

Έστω υ0(min) η ελάχιστη τιμή του μέτρου της ταχύτητας με την οποία πρέπει να εκτοξευτεί το 
σφαιρίδιο τη χρονική στιγμή t = 0 από το σημείο Β, ώστε να διαφύγει από το ηλεκτρικό πεδίο 
που δημιουργεί το σημειακό φορτίο Q φτάνοντας στο άπειρο με μηδενική ταχύτητα.

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα του σωματιδίου και του σημειακού φορτίου έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
0 00

2m Uυ αρχ(min) + = +   ή  υ αρχ
0

2
(min) =

− U

m

ή  υ0 30 2(min) = m s/ .

Επομένως, για να διαφύγει το σφαιρίδιο από το ηλεκτρικό πεδίο που δημιουργεί το σημειακό 
φορτίο Q, πρέπει το μέτρο της αρχικής του ταχύτητας να ικανοποιεί τη σχέση:

υ υ0 0≥ (min)   ή  0 30 2≥ m s/ .

136. α. Στη σφαίρα Α ασκείται η απωστική δύναμη Coulomb 


F  από τη σφαίρα Β.

Το μέτρο της δύναμης 


F  τη χρονική στιγμή στην οποία η σφαίρα Α αφήνεται ελεύθερη να κι-

νηθεί υπολογίζεται από τη σχέση: F
Q Q

x
c

A B= Κ
2

  ή  F = 0,45 N.

Έστω α1 το μέτρο της επιτάχυνσης της σφαίρας Α τη χρονική στιγμή στην οποία αφήνεται ελεύ-

θερη να κινηθεί. Είναι: � � �





F m� �1   ή  F = mΑα1  ή  α1 = 450 m/s2.

β. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας της σφαίρας Α τη χρονική στιγμή στην οποία απέχει απόστα-
ση 2x από τη σφαίρα Β. Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα των δύο σφαιρών έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0
1

2 2

2+ = +Κ Κc

A B

A c

A BQ Q

x
m

Q Q

x
υ

ή  υ = 3 m/s.
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γ. Οι δυνάμεις Coulomb με τις οποίες αλληλεπιδρούν οι δύο σφαίρες έχουν κάθε χρονική στιγ-
μή το ίδιο μέτρο και αντίθετες κατευθύνσεις. Έστω ′F  το μέτρο των δυνάμεων Coulomb με 
τις οποίες αλληλεπιδρούν οι δύο σφαίρες τη χρονική στιγμή στην οποία απέχουν μεταξύ τους 

απόσταση 2x. Είναι: ′ =
( )

F
Q Q

x
c

A BΚ
2

2
  ή  ′ =F

9

80
Ν.

Έστω αΑ το μέτρο της επιτάχυνσης της σφαίρας Α τη χρονική στιγμή στην οποία οι δύο σφαίρες 

απέχουν μεταξύ τους απόσταση 2x. Είναι: Σ Α Α Α





F m= α   ή  ′ =F mΑ Αα   ή  αΑ = 112,5 m/s2.

Έστω αΒ το μέτρο της επιτάχυνσης της σφαίρας Β τη χρονική στιγμή στην οποία οι δύο σφαίρες 

απέχουν μεταξύ τους απόσταση 2x. Είναι: Σ Β Β Β





F m= α   ή  ′ =F mΒ Βα   ή  αΒ = 56,25 m/s2.

δ. Έστω υΑ  και υΒ  οι ταχύτητες των σφαιρών Α και Β 
αντίστοιχα τη χρονική στιγμή στην οποία απέχουν μετα-
ξύ τους απόσταση 2x.

Επειδή το σύστημα των δύο σφαιρών είναι μονωμένο, 
η ορμή του διατηρείται σταθερή. Από την Α.Δ.Ο. για 
το σύστημα των δύο σφαιρών, θεωρώντας ως θετική τη 
φορά της ταχύτητας υΒ ,  έχουμε:
 

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=   ή  0 = − +m mAυ υΑ Β Β   ή  mAυΑ = mBυΒ  ή  υΑ = 2υΒ (1).

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα των δύο σφαιρών έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0
1

2

1

2 2

2 2+ = + +K
Q Q

x
m m

K Q Q

x
c

A B

A A B B

c A Bυ υ   

ή λόγω της σχέσης (1):

Κ Β Β Βc

A B

A

Q Q

x
m m

2
2

1

2

2 2= +υ υ   ή  υΒ
Β

Κ
=

+( )
c A B

A

Q Q

m m x4
  ή  υΒ =

6
2
m s/  (2).

Από τη σχέση (1), λόγω της σχέσης (2) προκύπτει: A m s= 6 / .

137. α. Έστω Uαρχ η αρχική ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο υλικών 

σημείων. Είναι: U K
q q

r
cαρχ =

1 2

1

  ή  Uαρχ = 0,9 J.

β. Το σύστημα των δύο υλικών σημείων είναι μο-
νωμένο, οπότε η ορμή του διατηρείται σταθερή.

Έστω υ1 και υ2 τα μέτρα των ταχυτήτων των 
υλικών σημείων (1) και (2) αντίστοιχα τη χρο-
νική στιγμή t1.

2x

υA υB
(+)

υ0 = 0

Α

Α

B

B

x

υ0 = 0
F1 F2

r
t = 0 t = 0

(1) (1) (2)(2)

BA t1
t1

υ = 0 υ = 0

(+)

∞

υ1 υ2

F1 F2
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Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για το σύστημα των δύο υλικών σημείων, θεωρώντας ως 
θετική τη φορά της ταχύτητας υ2 ,  έχουμε:

 

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=   ή  0 1 1 2 2= − +m mυ υ   ή  m1υ1 = m2υ2  ή  υ1 = υ2  ή  


1

2

1=  (1).

γ. Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα των δύο υλικών σημείων μεταξύ των χρονικών στιγμών 
t = 0 και t1 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0
1

2

1

2
01 2

1 1

2

2 2

2+ = + +K
q q

r
m mc υ υ   

ή λόγω της σχέσης (1): K
q q

r
mc

1 2

1

2= υ   ή  υ1

1 2=
K q q

mr

c   ή  υ1 = 3 m/s.

Επομένως, από τη σχέση (1), για υ1 = 3 m/s, προκύπτει: υ2 = 3 m/s.

δ. Έστω WF1
 το ζητούμενο έργο της ηλεκτρικής δύναμης που ασκείται στο υλικό σημείο (1) 

από το υλικό σημείο (2). Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του σωματιδίου (1) από τη 
χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 έχουμε:

Κ Κτελ αρχ− = WF1
  ή  1

2
01

2

1
m WFυ − =   ή  W mF1

1

2
1

2= υ   ή  W JF1
0 45= , .

138. α. Έστω Uαρχ η ηλεκτρική δυναμική ενέργεια του συστήματος των σφαιριδίων Σ1 και Σ2 

τη χρονική στιγμή t = 0. Είναι: U K
Q Q

r
c��� �

1 2   ή  Uαρχ = 10,8 J.

β. Έστω Uτελ η ηλεκτρικη δυναμική ενέργεια του συστήματος των σφαιριδίων Σ1 και Σ2 τη χρο-

νική στιγμή t1. Είναι: U K
Q Q

r
cτελ =

′
1 2   ή  U K

Q Q

r
cτελ = 1 2

2
  ή  Uτελ = 5,4 J.

Οι μοναδικές δυνάμεις που ασκούνται στα 
σφαιρίδια Σ1 και Σ2 στη διεύθυνση της κί-
νησής τους είναι οι απωστικές δυνάμεις 
Coulomb 



F1  και 
  

F F F2 1 2= −( )  αντίστοιχα με 
τις οποίες αλληλεπιδρούν. Επομένως, το σύ-
στημα των δύο σφαιριδίων είναι μονωμένο, 
οπότε η ορμή του διατηρείται σταθερή.

Έστω υ1 και υ2 τα μέτρα των ταχυτήτων των σφαιριδίων Σ1 και Σ2 αντίστοιχα τη χρονική στιγμή t1.

Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για το σύστημα των δύο σφαιριδίων, θεωρώντας ως θε-
τική τη φορά της ταχύτητας υ2 ,  έχουμε:

2r
r

t = 0 t = 0BA t1
t1

υ = 0 υ = 0

(+)

Σ1 Σ1 Σ2 Σ2

υ1 υ2
F1 F2
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 

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=   ή  0 1 1 2 2= − +m mυ υ   ή  m1υ1 = m2υ2 ή  υ1 = 2υ2 (1).

Επειδή οι δυνάμεις Coulomb με τις οποίες αλληλεπιδρούν τα δύο σωματίδια είναι συντηρητι-
κές, η μηχανική ενέργεια του συστήματος των δύο σφαιριδίων διατηρείται σταθερή.

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα των δύο σφαιριδίων μεταξύ των χρονικών στιγμών t = 0 και 

t1 έχουμε: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0
1

2

1

2
1 1

2

2 2

2+ = + +U m m Uαρχ τελυ υ   

ή λόγω της σχέσης (1): U m m Uαρχ τελυ υ= + +2
1

2
1 2

2

2 2

2   ή  υ2 = 30 m/s.

Από τη σχέση (1), για υ2 = 30 m/s, προκύπτει: υ1 = 60 m/s.

γ. Έστω 
dp

dt

1  το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της ορμής του σφαιριδίου Σ1 τη χρονική στιγμή 

t1. Είναι: 
dp

dt
F1

1= Σ   ή  
dp

dt
F1

1=   ή  
dp

dt

q q

r
c

1 1 2

2
2

=
( )

Κ   ή  
dp
dt

kg m s1 290= ⋅ / .

Έστω 
dp

dt

2  το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της ορμής του σφαιριδίου Σ2 τη χρονική στιγμή t1. 

Είναι:
dp

dt
F2

2= Σ   ή  
dp

dt
F2

2=   ή  
dp

dt
F2

1=   ή  
dp
dt

kg m s2 290� � / .

δ. Έστω υ01  και υ02  οι αρχικές ταχύτητες με τις οποίες 
εκτοξεύονται τα σφαιρίδια Σ1 και Σ2 αντίστοιχα.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σφαιριδίων 
έχουμε:  

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=   

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ01:

m m1 01 2 02 0υ υ− =   ή  m1υ01 = m2υ02  ή  υ01 = 2υ02 (2).

Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα των δύο σφαιριδίων έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2
0 01 01

2

2 02

2 1 2m m
q q

r
cυ υ+ + = + Κ  

ή  1

2

1

2
1 01

2

2 02

2 1 2m m
q q

r
cυ υ+ = Κ

ή λόγω της σχέσης (2): 2
1

2
1 02

2

2 02

2 1 2m m
q q

r
cυ υ+ = Κ   ή  02 30 2= m s/ .

Από τη σχέση (2), για υ02 30 2= m s/ ,  προκύπτει: 01 60 2= m s/ .

∞

υ01 υ02
(+)

r

υ = 0 υ = 0

Σ1

Σ1

Σ2

Σ2
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139. α. Το σφαιρίδιο μάζας m1 δέχεται από το σφαιρί-
διο μάζας m2 απωστική Coulomb 



F1,  ενώ το σφαιρίδιο 
μάζας m2 δέχεται από το σφαιρίδιο μάζας m1 απωστι-
κή δύναμη Coulomb 



F2 ,  όπως φαίνεται στο διπλανό 
σχήμα. 

Επειδή η δύναμη 


F1  έχει αντίθετη φορά από τη φορά 
της αρχικής ταχύτητα υ0  του σφαιριδίου μάζας m1, το 
σφαιρίδιο μάζας m1 εκτελεί ευθύγραμμη επιβραδυνόμενη κίνηση. Επειδή το σφαιρίδιο μάζας 
m2 είναι αρχικά ακίνητο, εκτελεί (υπό τη δράση της δύναμης 



F2 ) ευθύγραμμη επιταχυνόμενη 
κίνηση κινούμενο προς την ίδια κατεύθυνση με το σφαιρίδιο μάζας m1.

Επειδή το σφαιρίδιο μάζας m1 επιβραδύνεται, η ταχύτητά του μειώνεται συνεχώς, ενώ επειδή 
το σφαιρίδιο μάζας m2 επιταχύνεται, η ταχύτητά του αυξάνεται συνεχώς.

Τα δύο σφαιρίδια πλησιάζουν μεταξύ τους για όσο χρονικό διάστημα κινούνται προς την ίδια 
κατεύθυνση και η ταχύτητα του σφαιριδίου μάζας m1 είναι μεγαλύτερη από την ταχύτητα του 
σφαιριδίου μάζας m2.

Τα δύο σφαιρίδια πλησιάζουν στην ελάχιστη απόσταση rmin μεταξύ τους τη χρονική στιγμή t1 
στην οποία οι ταχύτητες γίνονται ίσες   

  1 2� �� �. 

β. Επειδή στο σύστημα των δύο σφαιριδίων δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάμεις, το σύστημα 
είναι μονωμένο και η ορμή του διατηρείται σταθερή. 

Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για το σύστημα των δύο σφαιριδίων έχουμε:
 

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=  ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ0:

m1υ0 = m1υ + m2υ  ή  υ
υ

=
+

m

m m

1 0

1 2

  ή  υ = 10 m/s.

γ. Έστω ∆p1  η μεταβολή της ορμής του σφαιριδίου μάζας m1 από τη χρονική στιγμή t = 0 έως 
τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

∆  

p p p1 1 1= −τελ αρχ( ) ( )   ή  ∆p m m1 1 1 0= −υ υ   ή  p kg m s1
83 10= − ⋅ ⋅− / .

Έστω ∆p2  η μεταβολή της ορμής του σφαιριδίου μάζας m2 από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη 
χρονική στιγμή t1. Είναι:

∆  

p p p2 2 2= −τελ αρχ( ) ( )   ή  ∆p m2 2 0= −υ   ή  Δp2 = m2υ  ή  p kg m s2
83 10� � � �� / .

δ. Επειδή οι δυνάμεις Coulomb με τις οποίες αλληλεπιδρούν τα δύο σφαιρίδια είναι συντηρη-
τικές, η μηχανική ενέργεια του συστήματος των δύο σφαιριδίων διατηρείται σταθερή. Εφαρ-

F2

d

υ0

υ υ

rmin

υ = 0
m2, 

q2

m2, 
q2

m1, 
q1

m1, 
q1

F1

Α Β

t1

t = 0

(+)
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μόζοντας την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για το σύστημα των δύο σφαιριδίων 
μεταξύ των χρονικών στιγμών t = 0 και t1 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ ή  1

2

1

2

1

2
1 0

2 1 2

1

2

2

2 1 2m
q q

d
m m

q q

r
c cυ υ υ+ = + +Κ Κ

min

  

ή  rmin = 0,6 m.

140. α. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωμα-
τίδιο Σ1 είναι η απωστική δύναμη Coulomb 



F1  από 
το σωματίδιο Σ2, η οποία έχει αντίθετη κατεύθυνση 
από την κατεύθυνση της αρχικής του ταχύτητας υ0 .  
Επομένως, το σωματίδιο Σ1, αμέσως μετά τη χρονική 
στιγμή t = 0, αρχίζει να εκτελεί ευθύγραμμη επιβραδυνόμενη κίνηση, με επιβράδυνση που 
αυξάνεται κατά μέτρο μέχρι τη χρονική στιγμή t1 στην οποία ακινητοποιείται στιγμιαία. Τη 
χρονική στιγμή t1 το σωματίδιο Σ1 φτάνει στην ελάχιστη απόσταση r1 από το σωματίδιο Σ2.

Για να υπολογίσουμε την ελάχιστη απόσταση r1 στην οποία φτάνει το σωματίδιο Σ1 από το σω-
ματίδιο Σ2 εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για το σύστημα των 
δύο σωματιδίων. Έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
0 01 0

2 1 2

1

m
q q

r
cυ + = + Κ   ή  r

q q

m

c

1

1 2

1 0

2

2
=

Κ
υ

  

ή  r m1
310� � .

β. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωμα-
τίδιο Σ2 είναι η απωστική δύναμη Coulomb 



F2  
από το σωματίδιο Σ1. Είναι: 

 

F F2 1= − .

Έστω α1 το μέτρο της επιτάχυνσης του σωματι-
δίου Σ1 τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

Σ




F m1 1= α   ή  F1 = m1α1  ή  α1

1

1

=
F

m
 (1).

Έστω α2 το μέτρο της επιτάχυνσης του σωματιδίου Σ2 τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

Σ




F m2 2= α   ή  F2 = m2α2  ή  α2

2

2

=
F

m
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
α
α

1

2

2

1

=
m

m
  ή  



1

2

2= .

r1

∞

υ = 0 υ = 0
Σ2

Σ1Σ1

t1t = 0

υ0

F

r2

r1

BA t2
t2 t1 t1

υ = 0 υ = 0

(+)

Σ2 Σ2Σ1 Σ1

υ1 υ2
F1 F2
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γ. Έστω υ1 και υ2 τα μέτρα των ταχυτήτων των σωματιδίων Σ1 και Σ2 αντίστοιχα τη χρονική 
στιγμή t2. Το σύστημα των σωματιδίων Σ1 και Σ2 είναι μονωμένο, οπότε η ορμή του διατηρείται 
σταθερή. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωματιδίων μεταξύ των χρονικών στιγμών t1 
και t2 έχουμε:  

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=  ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ2:

0 1 1 2 2= − +m mυ υ   ή  m1υ1 = m2υ2  ή  υ1 = 2υ2 (3).

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα των δύο σωματιδίων μεταξύ των χρονικών στιγμών t1 και t2 
έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0
1

2

1

2

1 2

1

1 1

2

2 2

2 1 2

2

+ = + +K
q q

r
m m K

q q

r
c cυ υ  (4). 

Επιλύοντας το σύστημα των εξισώσεων (3) και (4) προκύπτει: 1
42 10= ⋅ m s/   και  υ2 = 104 m/s.

δ. Έστω 
dp

dt

1  το μέτρο του ρυθμού μεταβολή της ορμής του σωματιδίου Σ1 τη χρονική στιγμή 

t2. Είναι: 
dp

dt
F1

1= Σ   ή  
dp

dt
F1

1=   ή  
dp

dt

q q

r
c

1 1 2

2

2
= Κ   ή  

dp
dt

kg m s1 4 25 10� � � / .

Έστω 
dp

dt

2  το μέτρο του ρυθμού μεταβολή της ορμής του σωματιδίου Σ2 τη χρονική στιγμή t2. 

Είναι: 
dp

dt
F2

2= Σ   ή  
dp

dt
F2

2=   ή  
dp

dt
F2

1=   ή  
dp
dt

kg m s2 4 25 10� � � / .

141. α. Οι μοναδικές δυνάμεις που ασκούνται στα σωματίδια (1) και (2) στη διεύθυνση της 
κίνησής τους είναι οι απωστικές δυνάμεις Coulomb 



F1  και 


F2  αντίστοιχα με τις οποίες αλληλε-
πιδρούν.

Η απωστική δύναμη Coulomb 


F1  που δέχεται το σω-
ματίδιο (1) από το σωματίδιο (2) έχει αντίθετη φορά 
από τη φορά της αρχικής του ταχύτητα υ0 ,  οπότε το 
σωματίδιο (1) αρχίζει τη χρονική στιγμή t = 0 να επι-
βραδύνεται (όχι ομαλά). Το σωματίδιο (2) δέχεται από 
το σωματίδιο (1) απωστική δύναμη Coulomb 



F2 ,  οπό-
τε αρχίζει τη χρονική στιγμή t = 0 να επιταχύνεται (όχι 
ομαλά) από την ηρεμία κινούμενο προς την ίδια κατεύθυνση με το σωματίδιο (1).

β. Επειδή το σωματίδιο (1) επιβραδύνεται, η ταχύτητά του μειώνεται συνεχώς, ενώ επειδή το 
σωματίδιο (2) επιταχύνεται, η ταχύτητά του αυξάνεται συνεχώς.

F2

d

υ0

υ υ

rmin

υ = 0
F1

Α Β

t1

t = 0

(+)

(1) (2)

(1) (2)
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Τα σωματίδια (1) και (2) πλησιάζουν μεταξύ τους για όσο χρονικό διάστημα κινούνται προς 
την ίδια κατεύθυνση και η ταχύτητα του σωματιδίου (1) είναι μεγαλύτερη από την ταχύτητα 
του σωματιδίου (2).

Τα σωματίδια πλησιάζουν στην ελάχιστη απόσταση rmin μεταξύ τους τη χρονική στιγμή t1 στην 
οποία οι ταχύτητες γίνονται ίσες   

υ υ υ1 2= =( ).  

Επειδή το σύστημα των δύο σωματιδίων είναι μονωμένο, η ορμή του διατηρείται σταθερή. 

Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για το σύστημα των δύο σωματιδίων μεταξύ των χρονι-
κών στιγμών t = 0 και t1 έχουμε:  

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=  ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτη-

τας υ0: m1υ0 = m1υ + m2υ  ή  υ
υ

=
+

m

m m

1 0

1 2

  ή  υ = 104 m/s.

γ. Επειδή οι δυνάμεις Coulomb με τις οποίες αλληλεπιδρούν τα δύο σωματίδια είναι συντηρη-
τικές, η μηχανική ενέργεια του συστήματος των δύο σωματιδίων διατηρείται σταθερή. Εφαρ-
μόζοντας την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για το σύστημα των δύο σωματιδίων 
μεταξύ των χρονικών στιγμών t = 0 και t1 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ ή  1

2
0

1

2

1

2
1 0

2

1

2

2

2 1 2m m m
q q

r
cυ υ υ+ = + + Κ

min

  

ή  r mmin � � �15 10 4 .

δ. Έστω ′υ2  η ταχύτητα του σωματιδίου (2) τη χρονική στιγμή t2 στην οποία μηδενίζεται η τα-
χύτητα του σωματιδίου (1). 

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωματι­
δίων μεταξύ των χρονικών στιγμών t = 0 και t2 
έχουμε:  

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=   ή  m m1 0 2 2υ υ= ′   

ή  ′ = ⋅υ2

41 5 10, m s/  .

Έστω r η απόσταση μεταξύ των σωματιδίων (1) και 
(2) τη χρονική στιγμή t2.

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα των δύο σωμα-
τιδίων μεταξύ των χρονικών στιγμών t = 0 και t2 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ ή  1

2
0

1

2
1 0

2

2 2

2 1 2m m
q q

r
cυ υ+ = +′ Κ   

ή  1

2

1

2
1 0

2

2 2

2 1 2m m
q q

r
cυ υ= +′ Κ   ή  r m� � �2 10 3 .

υ0 υ = 0

υ = 0

F1

t2

t = 0

(+)

(1) (2)

(1) (2)

υ′2

r

∞
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142. α. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωμα-
τίδιο Σ1 κατά τη διάρκεια της κίνησης του είναι η απω-
στική δύναμη 



F1  από το σωματίδιο Σ2.

Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα των σω-
ματιδίων Σ1 και Σ2 από τη χρονική στιγμή στην οποία το σωματίδιο Σ1 εκτοξεύεται με ταχύτητα 



υ0  μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία η ταχύτητα υ  του σωματιδίου Σ1 γίνεται ίση με το μισό 

της αρχικής του ταχύτητας 



υ
υ

=





0

2
,  έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ ή  1

2
0

1

2
1 0

2

1

2 1 2

1

m m
Q Q

r
cυ υ+ = + Κ   

ή  1

2

1

2 2
1 0

2

1

0

2

1 2

1

m m
Q Q

r
cυ

υ
= 





+ Κ   ή  r
Q

m

c

1

1

2

0

2

16

3
=

Κ
υ

  ή  r m1
3147 10� � � .

β. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωματίδιο Σ2 
κατά τη διάρκεια της κίνησης του είναι η απωστική δύ-
ναμη Coulomb 



F2  από το σωματίδιο Σ1.

Το σωματίδιο Σ1 υπό τη δράση της δύναμης 


F1  επιβρα-
δύνεται, ενώ το σωματίδιο Σ2 υπό τη δράση της δύνα-
μης 



F2  επιταχύνεται.

Τα σωματίδια Σ1 και Σ2 πλησιάζουν στην ελάχιστη από-
σταση r2 μεταξύ τους τη χρονική στιγμή t1 στην οποία οι ταχύτητές τους γίνονται ίσες  

υ υ1 2=( ).  
Επειδή το σύστημα των δύο σωματιδίων είναι μονωμένο, η ορμή του διατηρείται σταθερή. 

Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για το σύστημα των δύο σωματιδίων έχουμε:
 

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=  ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά:

m1υ = m1υ1 + m2υ2  ή  m1υ = (m1 + m2)υ1  ή  υ
υ

1

1

12
=

m

m
  ή  υ1 = 25 m/s.

γ. Επειδή οι δυνάμεις Coulomb με τις οποίες αλληλεπιδρούν τα δύο σωματίδια είναι συντηρητι­
κές, η μηχανική ενέργεια του συστήματος των δύο σωματιδίων διατηρείται σταθερή. Εφαρμόζο-
ντας την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για το σύστημα των δύο σωματιδίων έχουμε: 

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2

1

2
1

2 1 2

1

1 1

2

2 2

2 1 2

2

m
Q Q

r
m m

Q Q

r
c cυ υ υ+ = + +Κ Κ   

ή  1

2
1

2 1 2

1

1 1

2 1 2

2

m
Q Q

r
m

Q Q

r
c cυ υ+ = +Κ Κ   ή  r m2

3126 10� � � .

r1

∞

υ = 0
Σ2

Σ1Σ1

υ0 υ
F1

F2

r1

υ

υ1 υ2

r2

υ = 0
F1

Α Β

t1

t = 0

(+)

Σ2

Σ2

Σ1

Σ1
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δ. Έστω ∆pολ  η ζητούμενη μεταβολή του συστήματος των δύο σωματιδίων. Είναι:

∆  

p p pολ ολ τελ ολ αρχ= −( ) ( )   ή  �p m m m�� � �� �� � �1 2 1 1 0   ή  ∆p kg m sολ = − ⋅ ⋅8 106 /  

ή  ∆ ολp kg m s� � �8 106 / . 

143. α. Έστω U1,2 η δυναμική ενέργεια του συστήματος των φορτίων q1 και q2. Είναι:

U
q q

c1 2

1 2

, = ( )Κ
ΑΒ

  ή  U1,2 = 270 J.

β. Έστω Uολ η δυναμική ενέργεια του συστήματος 
των τριών φορτίων.

Είναι: U
q q q q q q

c c cολ = ( ) + ( ) + ( ) + ( )Κ
ΑΒ

Κ
ΒΓ

Κ
ΑΒ ΒΓ

1 2 2 3 1 3   

ή  0 1 2 2 3 1 3= ( ) + ( ) + ( ) + ( )Κ
ΑΒ

Κ
ΒΓ

Κ
ΑΒ ΒΓc c c

q q q q q q
  ή  q C3

42 10� � � � .

γ. Στο σχήμα έχουν σχεδιαστεί οι δυνάμεις που δέχεται κάθε φορτίο από τα άλλα δύο φορτία. 
Επειδή οι δυνάμεις 



F1 3,  και 


F2 3,  που δέχεται το φορτίο q3 από τα φορτία q1 και q2 αντίστοιχα 
έχουν την ίδια φορά, η συνισταμένη δύναμη που δέχεται το φορτίο q3 από τα άλλα δύο φορτία 
είναι διάφορη του μηδενός.

Επειδή οι δυνάμεις 


F1 2,  και 


F3 2,  που δέχεται το φορτίο q2 από τα φορτία q1 και q3 αντίστοιχα 
έχουν την ίδια φορά, η συνισταμένη δύναμη που δέχεται το φορτίο q2 από τα άλλα δύο φορτία 
είναι διάφορη του μηδενός.

Το φορτίο q1 δέχεται από το φορτίο q2 απωστική δύναμη 


F2 1, .  Είναι: F
q q

c2 1

1 2

2, =
( )

Κ
ΑΒ

 (1).  

Το φορτίο q1 δέχεται από το φορτίο q3 ελκτική δύναμη 


F3 1, .  Είναι:

F
q q

c3 1

1 3

2, =
( )

Κ
ΑΓ

  ή  F
q qc

3 1

1 3

2
4

, =
( )

Κ

ΑΒ
 (2). 

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
F

F

q

q

2 1

3 1

2

3

4,

,

=   ή  
F

F

2 1

3 1

6
,

,

=   ή  F2,1 = 6F3,1.

Έστω Σ


F1  η συνισταμένη δύναμη που δέχεται το φορτίο q1 από τα άλλα δύο φορτία. Είναι:

Σ
  

F F F1 2 1 3 1= +, ,   ή  ΣF F F1 2 1 3 1= −, ,   ή  F F1 3 15 0� �, .

δ. Επειδή είναι: F2,1 > F3,1 η συνισταμένη δύναμη που δέχεται το φορτίο q1 έχει την ίδια φορά 
με τη φορά της δύναμης 



F2 1, .  

Α B Γ

q
1
,
 
m

q
2 q

3

F
2, 1 F

3, 1
F

3, 2

F
1, 2

F
2, 3

F
1, 3
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Συνεπώς, αν το φορτίο q1 αφεθεί ελεύθερο να κινηθεί μέσα στο ηλεκτρικό πεδίο που δημιουρ-
γούν τα άλλα δύο φορτία θα αρχίσει να κινείται απομακρυνόμενο από αυτά, μέχρι να φτάσει 
στο άπειρο.

Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του φορτίου q1 τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στο άπειρο. 
Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του φορτίου q1 από τη χρονική στιγμή στην οποία 
αφήνεται ελεύθερο να κινηθεί έως τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στο άπειρο έχουμε: 

Κ Κ Γ
τελ αρχ ηλ

− = →∞WF   ή  1

2
1

2

1m q V Vυ = −( )∞Α   ή  1

2
1

2

1m q Vυ = Α   

ή  1

2 2
1

2

1

3 2m q
K q K qc cυ = ( ) + ( )






ΑΒ ΑΒ
  ή  1 30 2= m s/ .

144. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωματίδιο 
κατά τη διάρκεια της κίνησής του είναι η δύναμη 



F  από 
το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο.

Είναι: F = |q|E  ή  F = 3,2 N.

Το σωματίδιο, υπό τη δράση της δύναμης 


F,  εκτελεί ευ-
θύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση χωρίς αρχική τα-

χύτητα 



�0 0�� �.  Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης του 

σωματιδίου. Είναι:

�




F m� �   ή  F = mα  ή  α = 105 m/s2.

β. Έστω 
dp

dt
 το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της ορμής του σωματιδίου. Είναι: 

dp

dt
F� �   ή  

dp

dt
F=   ή  

dp
dt

kg m s� �3 2 2, / .

γ. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας του σωματιδίου τη χρονική στιγμή t1 στην οποία φτάνει στην 
αρνητικά φορτισμένη πλάκα. Εφαρμόζοντας το Θεώρημα Μεταβολής της Κινητικής Ενέργειας 
για την κίνηση του σωματιδίου από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 έχουμε:

� ���� ���� � WF   ή  1

2

2m Fdυ =   ή  υ =
2Fd

m
  ή  υ = 400 m/s.

δ. Έστω ∆p  η ζητούμενη μεταβολή της ορμής του σωματιδίου. Είναι: �  p p p� ���� ���  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά:

�p m� �� 0   ή  Δp = mυ  ή  p kg m s� � � ��12 8 10 3, / .

+
+
+
+
+
+

+
+

A

t1

υ1

d

υ0 = 0

q,
 
m –

–
–
–
–
–

–
–

E

F
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145. α. Έστω Ε το μέτρο της έντασης του ομογενούς ηλε-

κτρικού πεδίου. Είναι: � �
V

d
  ή  Ε = 104 V/m.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σώμα είναι η δύνα-
μη 



F  από το ηλεκτρικό πεδίο, όπως φαίνεται στο διπλανό 
σχήμα.

Είναι: F = |q|E  ή  F N� � �2 10 2 .

β. Έστω WF το έργο της δύναμης 


F  κατά τη μετακίνηση του φορτισμένου σώματος από το Α 
στο Γ. Είναι: WF = F(AΓ)  ή  W JF �

�10 3 .

Επειδή η δύναμη 


F  είναι σταθερή, το σώμα εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κί-
νηση χωρίς αρχική ταχύτητα.

γ. Έστω VΓ το δυναμικό του σημείου Γ. Είναι:

Ε
ΑΓ

Γ=
−

( )
V VA   ή  V V xA − =Γ Ε   ή  V V xAΓ Ε= −   ή  VΓ = 200 V.

δ. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας του σώματος τη χρονική στιγμή στην οποία διέρχεται από το 
σημείο Γ. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του σώματος μεταξύ των σημείων Α και 

Γ έχουμε: Κ Κτελ αρχ− = WF   ή  1

2
02m WFυ − =   ή  υ =

2W

m

F   ή  υ = 1 m/s.

146. α. Έστω Ε το μέτρο της έντασης του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου. Είναι:

� �
V

L
  ή  E V m� �2 104 / .

β. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωματίδιο κατά 
τη διάρκεια της κίνησής του είναι η δύναμη 



F  από το 
ομογενές ηλεκτρικό πεδίο.

Είναι: F = |q|E  ή  F � � �2 10 4 � .

Το σωματίδιο, υπό τη δράση της δύναμης 


F,  εκτελεί ευ-
θύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση χωρίς αρχική τα-

χύτητα 



�0 0�� �.  Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης του 

σωματιδίου. Είναι:

�




F m� �   ή  F = mα  ή   � � �2 10 2 2m s/ .

+ + + + + +

– – – – – –

+ + +

– – – Γ

υ

Α

m,
 
q υ = 0

F
E

–

+
+
+
+
+
+

+
+

A Γ
t1

υ1

L

υ0 = 0

q,
 
m

–
–

–
–
–

–
–

Κ Λ

E

F
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γ. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας του σωματιδίου τη χρονική στιγμή t1 στην οποία φτάνει στην 
αρνητικά φορτισμένη πλάκα. Εφαρμόζοντας το Θεώρημα Μεταβολής της Κινητικής Ενέργειας 
για την κίνηση του σωματιδίου από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 έχουμε:

� ���� ���� � WF   ή  1

2

2m q V VAυ = −( )Γ   ή  1

2

2m qVυ =   ή  υ =
2qV

m
  ή   � � �2 10 2 m s/ .

δ. Είναι: Ε
ΚΛ

Κ Λ=
−

( )
V V

  ή  V VΚ Λ Ε ΚΛ− = ( )   ή  V VΛ Κ Ε ΚΛ= − ( )   ή  VΛ = 30 V.

147. α. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωματί-
διο είναι η δύναμη 



F  από το ομογενές ηλεκτρικό πε-
δίο. Επειδή το φορτίο του σωματιδίου είναι αρνητικό, η 
κατεύθυνση της δύναμης 



F  είναι αντίθετη από την κα-
τεύθυνση της έντασης �



Ε  του ηλεκτρικού πεδίου, όπως 
απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα. Η επιτάχυνση � α  που αποκτά το σωματίδιο έχει την ίδια 
κατεύθυνση με την κατεύθυνση της δύναμης 



F.  

Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης (επιβράδυνσης) του σωματιδίου. Είναι:

Σ




F m= α   ή  F = mα  ή  |q|E = mα  ή  α = 106 m/s2.

β. Η χρονική στιγμή t1 υπολογίζεται από τη σχέση:

υ υ α= −0 1t   ή  0 0 1= −υ αt   ή  t1

0=
υ
α

  ή  t s1

34 10= ⋅ − .

Έστω ότι το σωματίδιο σταματά στιγμιαία στο σημείο Β. Η απόσταση (OΒ) είναι ίση με τη 
μετατόπιση Δx του σωματιδίου από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

(OΒ) = Δx  ή  OB t t( ) = −υ α0 1 1

21

2
  ή  (OB) = 8 m .

Έστω WF το έργο της δύναμης 


F  από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

W F OBF = − ( )   ή  W q E OBF = − ( )   ή  W JF = − ⋅8 103 .

Η διαφορά δυναμικού V VO B−  μεταξύ των σημείων Ο και Β υπολογίζεται από τη σχέση:

W q V VF O B= −( )   ή  V V VO B� � �8 105 .

γ. Η χρονική εξίσωση της μετατόπισης του σωματιδίου δίνεται από τη σχέση:

∆x t t= −υ α0

21

2
 (1).

Ο Β
m,

 
q

m,
 
q

F
αυ0

t1
t = 0

υ = 0
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Τη χρονική στιγμή t2 στην οποία το σωματίδιο επιστρέφει στο σημείο Ο η μετατόπισή του από 
την αρχική του θέση είναι ίση με μηδέν. Από τη σχέση (1), για Δx = 0 και t = t2, προκύπτει:

0
1

2
0 2 2

2= −υ αt t   ή  t t2 0 2

1

2
0υ α−




=  (2).

Από τη σχέση (2) προκύπτει ότι: t2 = 0 (άτοπο) ή  υ α0 2

1

2
0− =t   ή  t2

02
�

�

�
  ή  t s2

38 10� � � .

δ. Έστω ′υ  η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του σωματιδίου τη χρονική στιγμή t2. Είναι:

′ = −υ υ α0 2t   ή  ′ = − ⋅υ 4 103 m s/ .

Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του σωματιδίου από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t2. Είναι: ∆  p p p= −τελ αρχ   ή  ∆p m m= −′υ υ0   ή  ∆p kg m s= − ⋅8 /   ή  p kg m s� �8 / .

148. α. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο φορτισμένο σωματίδιο είναι η δύναμη 


F  από το 
ομογενές ηλεκτρικό πεδίο. Επειδή το φορτίο του σωματιδίου είναι θετικό, η δύναμη 



F  έχει την 
ίδια φορά με τη φορά των δυναμικών γραμμών του ηλεκτρικού πεδίου, όπως απεικονίζεται στο 
ακόλουθο σχήμα.

Επειδή η δύναμη 


F  είναι σταθερή και έχει αντίθετη φορά 
από τη φορά της αρχικής ταχύτητας υ0  του σωματιδίου, 
το σωματίδιο εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά επιβραδυνόμε-
νη κίνηση με σταθερή επιτάχυνση (επιβράδυνση) α,  η 
οποία έχει την ίδια φορά με τη φορά της δύναμης 



F.  Το 
μέτρο της επιτάχυνσης (επιβράδυνσης) � α  του σωματι­
δίου υπολογίζεται από τη σχέση:

�




F m� �   ή  F = mα  ή  |q|E = mα  ή  � �
q E

m
  ή   � �10 2 2m s/ .

β. Έστω υ1 η αλγεβρική τιμή της ταχύτητας του σωματιδίου τη χρονική στιγμή t1. Είναι:

υ υ α1 0 1= − t   ή  υ1 = 0.

γ. Έστω WF το έργο της δύναμης 


F  από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. 
Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του σωματιδίου από τη χρονική στιγμή t = 0 έως 

τη χρονική στιγμή t1 έχουμε: � ���� ���� � WF   ή  1

2

1

2
1

2

0

2m m WFυ υ− =   ή  W JF � � � �5 10 8 .

δ. Έστω Δx η μετατόπιση του σωματιδίου από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή 

t1. Είναι: �x t t� �� �0 1 1

21

2
  ή  �x m� � �5 10 3 .

Α Γ

m,
 
q

m,
 
q

F
αυ

0
υ

1

t
1

t = 0

E
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Έστω V VA � �  η διαφορά δυναμικού μεταξύ των σημείων Α και Γ που βρίσκεται το σωματίδιο 
τις χρονικές στιγμές t = 0 και t1 αντίστοιχα. Είναι:

Ε
ΑΓ

Α Γ=
−

( )
V V

  ή  V V xΑ Γ Ε∆− =   ή  V V VA � � � � �
 5 10 2 .

149. α. Το σωματίδιο κατά τη διάρκεια 
της κίνησής του στο ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο έντασης 



Ε1  [περιοχή(Ι)] δέχεται 
από αυτό δύναμη 



F1,  η οποία έχει την 
ίδια φορά με τη φορά της έντασης 



Ε1,  
όπως απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα.

Το σωματίδιο, υπό τη δράση της δύναμης 


F1,  εκτελεί ευθύγραμμη ομαλή επιταχυ-
νόμενη κίνηση χωρίς αρχική ταχύτητα 
στην περιοχή (Ι). 

Έστω α1 το μέτρο της επιτάχυνσης του σωματιδίου στην περιοχή (Ι). Είναι:

�




F m� �1   ή  F1 = mα1  ή  |q|E = mα1  ή  α1 = 1 m/s2.

β. Η απόσταση L που διανύει το σωματίδιο από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή 

t1 υπολογίζεται από τη σχέση: L t�
1

2
1

2�   ή  L = 2 m.

Το μέτρο της ταχύτητας υ1  του σωματιδίου τη χρονική στιγμή t1 υπολογίζεται από τη σχέση:

υ1 = αt1  ή  υ1 = 2 m/s.

γ. Το σωματίδιο κατά τη διάρκεια της κίνησής του στο ομογενές ηλεκτρικό πεδίο έντασης 


Ε2  [περιοχή(ΙΙ)] δέχεται από αυτό δύναμη 


F2 ,  η οποία έχει αντίθετη φορά από τη φορά της 
έντασης 



Ε2 ,  όπως απεικονίζεται στο παραπάνω σχήμα. Το σωματίδιο, υπό τη δράση της δύ-
ναμης 



F2 ,  εκτελεί ομαλά επιβραδυνόμενη κίνηση στην περιοχή (ΙΙ). Έστω α2 το μέτρο της 

επιβράδυνσης του σωματιδίου. Είναι: � � �2 1 2� � �t   ή  � � �2 1 2 2 1� � �� �t t   ή  � � �
2

1 2

2 1

�
�
�t t

  

ή  α2 = 0,5 m/s2.

Από τον θεμελιώδη νόμο της μηχανικής έχουμε:

�




F m� �2   ή  F2 = mα2  ή  |q|E2 = mα2  ή  Ε2 = 0,5 V/m.

m,
 
q

O
Γ

(I) (II)

ΣL d

t1 t2
υ0 = 0 υ1 υ2F1 F2

E1 E2
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Η απόσταση d που διανύει το σωματίδιο στο χρονικό διάστημα Δt, από τη χρονική στιγμή t1 έως 

τη χρονική στιγμή t2, υπολογίζεται από τη σχέση: d t t� � � �� �1 2

21

2
� �   ή  d = 3 m.

δ. Έστω V VO � �  η διαφορά δυναμικού μεταξύ του σημείου Ο και του σημείου Γ που βρίσκεται 
το σωματίδιο τη χρονική στιγμή t1. Είναι: 

� �
1 �

�V V

L

O   ή  V V LO � �� �1   ή  V V LO� �� � 1   ή  VΓ = 8 V.

Έστω V V� ��  η διαφορά δυναμικού μεταξύ των σημείων Σ και Γ. Είναι:

� � �
2 �

�V V

d
  ή  V V d� � �� � 2   ή  VΣ = VΓ + Ε2d  ή  VΣ = 9,5 V.

150. α. Η ένταση 


  του ομογενούς ηλεκτρικού 
πεδίου μέσα στο οποίο κινείται το πρωτόνιο έχει 
την ίδια κατεύθυνση με την κατεύθυνση των δυ-
ναμικών γραμμών του ομογενούς ηλεκτρικού πε-
δίου, όπως απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα.

Είναι: (ΑΓ) = 3(ΑΒ)  ή  ΑΒ( ) = ⋅ −6 10 2 m .

Το μέτρο της έντασης 


Ε  υπολογίζεται από τη σχέση: �
��
� ��
�

� �
V V

  ή  Ε = 104 V/m.

Έστω V V� ��  η διαφορά δυναμικού μεταξύ των σημείων Α και Γ. Είναι:

�
��
� ��
�

� �
V V

  ή  V VΑ Γ Ε ΑΓ− = ( )�   ή  V V VA � � 1 800. .

β. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο πρωτόνιο είναι η σταθερή δύναμη 


F  από το ομογενές 
ηλεκτρικό πεδίο. Επειδή το φορτίο qp του πρωτονίου είναι θετικό (q = +e), η δύναμη 



F  έχει την 
ίδια κατεύθυνση με την κατεύθυνση της έντασης 



Ε  του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου, όπως 
φαίνεται στο παραπάνω σχήμα. Επομένως, το πρωτόνιο αποκτά σταθερή επιτάχυνση ,  η 
οποία έχει την ίδια κατεύθυνση με τη δύναμη 



F,  δηλαδή έχει την ίδια κατεύθυνση με τις 
δυναμικές γραμμές του πεδίου. Από τον θεμελιώδη νόμο της μηχανικής έχουμε:

�




F m� �   ή  F = mα  ή  |q|E = mα  ή  α = 1012 m/s2.

γ. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του πρωτονίου μεταξύ των σημείων Γ και Α 

έχουμε: � �� �� � WF   ή  0
1

2
0

2� � � � �m F� ��   ή  υ0

2
=

( )q E A

m

Γ
  ή  υ0

2
=

( )eE A

m

Γ
 

ή  0
56 10� � m s/ .

A B Γ

υ = 0 υ0 Fα

E
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δ. Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία το πρωτόνιο ακινητοποιείται στιγμιαία στο σημείο Α. 

Είναι: υ υ α= −0 1t   ή  0 0 1= −υ αt   ή  t1

0=
υ
α

  ή  t s1

76 10� � � .

Έστω t2 η χρονική στιγμή στην οποία το πρωτόνιο διέρχεται από το σημείο Β κινούμενο προς 
το σημείο Γ. Στο χρονικό διάστημα Δt, από τη χρονική στιγμή t1 έως τη χρονική στιγμή t2, το 
πρωτόνιο εκτελεί ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση χωρίς αρχική ταχύτητα με επιτάχυνση . Το 
διάστημα που διανύει το πρωτόνιο στο χρονικό διάστημα Δt είναι: s = (ΑΒ). Συνεπώς, ισχύει:

s t= ( )1

2

2
α ∆   ή  ∆

ΑΒ
t =

( )2

α
  ή  t t2 1

2
− =

( )ΑΒ
α

  ή  t t2 1

2
= +

( )ΑΒ
α

  ή  t s2
79 4 10� � �, .

151. α. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο πρωτόνιο είναι η δύναμη 


F  από το ομογενές 
ηλεκτρικό πεδίο. Επειδή το φορτίο q του πρωτονίου είναι θετικό (q = +e), η δύναμη 



F  έχει την 
ίδια φορά με τη φορά των δυναμικών γραμμών του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου, όπως φαίνε-
ται στο ακόλουθο σχήμα. 

Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του πρωτονίου 
μεταξύ των σημείων Α και Γ έχουμε:

� �� �� � WF   ή  0
1

2
0

2� � �� �m q V VA� �   

ή  � � �� �1

2
0

2m e V�   ή  V
m

e
=

υ0

2

2
  ή  V = 50 V.

β. Είναι: �
��
���

� �
V

  ή  � ���
V

d

2

  ή  V E
d

BΑ =
2

 (1).

Επίσης, είναι: �
��
���

� �
V

  ή  VΓΑ = Εd (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
V
V
BA

A

=
1
2

.

γ. Το πρωτόνιο στο χρονικό διάστημα Δt1, από τη χρονική στιγμή στην οποία εισέρχεται στο 
ομογενές ηλεκτρικό πεδίο μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται στιγμιαία στο 
σημείο Γ, εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά επιβραδυνόμενη κίνηση με επιτάχυνση (επιβράδυνση) 

μέτρου α. Είναι: �




F m� �   ή  F = mα  ή  |q|E = mα  ή  � � eE

m
  ή  � �

eV

md
  ή  � � �5 1011 2m s/ .

Το χρονικό διάστημα Δt1 υπολογίζεται από τη σχέση:

υ υ α= −0 1∆t   ή  0 0 1= −υ α∆t   ή  ∆t1

0=
υ
α

  ή  t s1
72 10� � � .

F

+
+
+
+
+
+

+
+

A Β

mp, 
e

Γ

υ = 0υ0

d

–
–
–
–
–
–

–
–

E
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Το πρωτόνιο στο χρονικό διάστημα Δt2, από τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται 
στιγμιαία στο σημείο Γ μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία επιστρέφει στο σημείο Α, εκτελεί 
ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση με επιτάχυνση μέτρου α. Το διάστημα s που διανύει 
το πρωτόνιο στο χρονικό διάστημα Δt2 είναι s = d. Είναι:

s t= ( )1

2
2

2
α ∆   ή  ∆t

s
2

2
=

α
  ή  t s2

72 10� � � .

δ. Έστω ΚΒ η κινητική ενέργεια του πρωτονίου τη χρονική στιγμή στην οποία διέρχεται από 
το σημείο Β. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του πρωτονίου από το σημείο Α στο 

σημείο Β έχουμε: � �� �� � WF   ή  �� � � � � �1

2
0

2m F AB�   ή  K m
eEd

B � �
1

2 2
0

2�   

ή  K m
eV

B � �
1

2 2
0

2�   ή  K JB � � �4 10 18 .

152. α. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο ηλε-
κτρόνιο είναι η δύναμη 



F  από το ομογενές ηλεκτρι-
κό πεδίο. Επειδή το φορτίο q του ηλεκτρονίου είναι 
αρνητικό q e= −( ),  η δύναμη 



F  έχει αντίθετη φορά 
από τη φορά των δυναμικών γραμμών του ομογενούς 
ηλεκτρικού πεδίου, όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 

Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του ηλεκτρονίου από το σημείο Α στο σημείο Β 

έχουμε: � �� �� � WF   ή  0
1

2
0

2� � �� �m q V VA B�   ή  � � �
1

2
0

2m eV�   ή  V
m

e
�

�0

2

2
  

ή  V = 140 V.

β. Το ηλεκτρόνιο από τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται στιγμιαία στο σημείο Β 
και μετά εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση και επιστρέφει στο σημείο Α με 
ταχύτητα υ,  η οποία έχει αντίθετη φορά από τη φορά της αρχικής του ταχύτητας υ0 .  

Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του ηλεκτρονίου από τη χρονική στιγμή στην οποία 
εισέρχεται στο ηλεκτρικό πεδίο από το σημείο Α μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία επιστρέ-
φει στο σημείο αυτό, έχουμε: 

� ���� ���� � WF   ή  1

2

1

2
02

0

2m m� �� �   ή  |υ| = υ0  ή   � �7 106 m s/ .

γ. Έστω Ε το μέτρο της έντασης του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου. Είναι:

� �
V

d
  ή  � � �14 103 V m/ .

++++++ ++

A

Β

me, 
e

υ0 d
–––––– ––

υ = 0

F

E
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Έστω α το μέτρο της επιβράδυνσης (επιτάχυνσης) του ηλεκτρονίου. Είναι:

�




F m� �   ή  F = mα  ή  � �
q E

m
  ή  � � �2 45 1015 2, m s/ .

Η χρονική εξίσωση της μετατόπισης του ηλεκτρονίου δίνεται από τη σχέση:

∆x t t= −υ α0

21

2
 (2).

Τη χρονική στιγμή t2 στην οποία το πρωτόνιο επιστρέφει στο σημείο Α η μετατόπισή του από 
την αρχική του θέση είναι ίση με μηδέν. Από τη σχέση (2), για Δx = 0 και t = t2, προκύπτει:

0
1

2
0 2 2

2= −υ αt t   ή  t t2 0 2

1

2
0υ α−




=  (3).

Από τη σχέση (3) προκύπτει ότι: t2 = 0 (άτοπο)  ή  υ α0 2

1

2
0− =t   ή  t2

02
�

�

�
  ή  t s2

95 7 10� � �, .

δ. Έστω ′V  η ζητούμενη διαφορά δυναμικού. Είναι: � �
�V

d3

4

  ή  � �V d
3

4
�   ή  � �V V105 .

153. α. Το σωματίδιο Σ1 κατά τη διάρκεια της κίνησής του στο ομογενές ηλεκτρικό πεδίο δέχε-
ται από αυτό δύναμη 



F.  Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης του σωματιδίου Σ1 κατά τη διάρκεια 
της κίνησής του στο ομογενές ηλεκτρικό πεδίο. Είναι:

�




F m� 1�   ή  F = m1α  ή  |q1|E = m1α  ή  � �
q E

m

1

1

  ή  � � q V

m d

1

1

  ή   � �6 25 108 2, m s/ .

β. Το σωματίδιο Σ1, υπό τη δράση της δύναμης 


F,  εκτελεί στο εσωτερικό του πυκνωτή ευθύ-
γραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση χωρίς αρχική ταχύτητα. Έστω Δt1 το χρονικό διάστημα 
της κίνησης του σωματιδίου στο εσωτερικό του πυκνωτή. Η μετατόπιση του σωματιδίου Σ1 στο 

χρονικό διάστημα Δt1 είναι Δx = d. Έχουμε: � �x t� � �1

2
1

2
�   ή  t s1

616 10= ⋅ − .

Το μέτρο της ταχύτητας υ0  με το οποίο το σωματίδιο Σ1 εξέρχεται από το ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο που δημιουργείται στο εσωτερικό του πυκνωτή υπολογίζεται από τη σχέση:

υ0 = αΔt1  ή  υ0 = 104 m/s.

γ. Οι μοναδικές δυνάμεις που ασκούνται στα σωματίδια Σ1 και Σ2 είναι οι απωστικές δυνάμεις 
Coulomb 



F1  και 


F2  αντίστοιχα με τις οποίες αλληλεπιδρούν.

Η απωστική δύναμη Coulomb 


F1  που δέχεται το σωματίδιο Σ1 από το σωματίδιο Σ2 έχει αντί-
θετη φορά από τη φορά της αρχικής του ταχύτητας υ0 ,  οπότε το σωματίδιο Σ1, υπό τη δράση 
της δύναμης 



F1,  εκτελεί ευθύγραμμη επιβραδυνόμενη κίνηση. Επειδή το σωματίδιο Σ2 είναι 
αρχικά ακίνητο και δέχεται από το σωματίδιο Σ1 την απωστική δύναμη Coulomb 



F2 ,  εκτελεί
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ευθύγραμμη επιταχυνόμενη κίνηση κινούμενο προς 
την ίδια κατεύθυνση με το σωματίδιο Σ1.

Επειδή το σωματίδιο Σ1 επιβραδύνεται, η ταχύτητά 
του μειώνεται συνεχώς, ενώ επειδή το σωματίδιο Σ2 
επιταχύνεται, η ταχύτητά του αυξάνεται συνεχώς.

Τα δύο σωματίδια πλησιάζουν μεταξύ τους για όσο 
χρονικό διάστημα κινούνται προς την ίδια κατεύθυνση και η ταχύτητα του σωματιδίου Σ1 είναι 
μεγαλύτερη από την ταχύτητα του σωματιδίου Σ2.

Τα σωματίδια πλησιάζουν στην ελάχιστη απόσταση rmin μεταξύ τους τη χρονική στιγμή στην 
οποία οι ταχύτητές τους γίνονται ίσες   

υ υ υ1 2= =( ).  

Επειδή το σύστημα των δύο σωματιδίων είναι μονωμένο, η ορμή του διατηρείται σταθερή. 

Από την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για το σύστημα των δύο σωματιδίων έχουμε:
 

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=   ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ0:

m1υ0 = m1υ + m2υ  ή  υ
υ

=
+

m

m m

1 0

1 2

  ή   � �5 103 m s/ .

δ. Επειδή οι δυνάμεις Coulomb με τις οποίες αλληλεπιδρούν τα δύο σωματίδια είναι συντηρη-
τικές, η μηχανική ενέργεια του συστήματος των δύο σωματιδίων διατηρείται σταθερή. Εφαρ-
μόζοντας την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για το σύστημα των δύο σωματιδίων 

έχουμε: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2

1

2
1 0

2

1

2

2

2 1 2m m m
q q

r
cυ υ υ= + + Κ

min

  

ή  r mmin � � �18 10 2 .

154. α. Έστω Ε το μέτρο της έντασης του ομογε-
νούς ηλεκτρικού πεδίου. Είναι: 

� �
V

L
  ή  E = 2.000 V/m.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωματίδιο 
μάζας m είναι η σταθερή δύναμη 



F  από το ομογε-
νές ηλεκτρικό πεδίο. Επειδή το φορτίο q του σωμα-
τιδίου είναι θετικό, η δύναμη 



F  έχει την ίδια φορά 
με τη φορά των δυναμικών γραμμών του ηλεκτρι-
κού πεδίου, όπως απεικονίζεται στο διπλανό σχή-
μα. Η κίνηση που εκτελεί το σωματίδιο, υπό τη 
δράση της δύναμης 



F,  είναι ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη χωρίς αρχική ταχύτητα.

F1 F2

υ0

υ υ

rmin

υ = 0

Α Β

t1

t = 0

(+)

Σ1 Σ2

Σ2Σ1

∞

+
+
+
+
+

+
+

A Μ

Δ

x

Γυ1

υ3

L
s

υ0 = 0

–
–
–
–
–

+ –

–
–

+ –

m,
 
q m,

 
q

Μ
 
+

 
m,

 
q

Μ
 
+

 
m,

 
q

υ = 0

Ακριβώς πριν από

την κρούση

Ακριβώς μετά

την κρούση

E

F

Fʹ
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β. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του σωματιδίου μάζας m τη χρονική στιγμή στην οποία 
διέρχεται από το σημείο Γ. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του σωματιδίου μάζας 
m από το σημείο Α στο σημείο Γ έχουμε:

� �� �� � WF   ή  1

2
1

2m F A� � � ��   ή  1

2
1

2m qE� � � ���   ή  υ1 = 500 m/s.

γ. Έστω υ2 το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση. Από την 
Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων κατά την κρούση έχουμε:  p p=ολ(πριν)

 p p= ολ(μετά) 

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1 : mυ1 = (Μ + m)υ2  ή  υ2 = 20 m/s.

δ. Επειδή το σώμα μάζας Μ είναι αφόρτιστο, το συσσωμάτωμα που προκύπτει μετά την κρούση 
έχει μάζα mολ = Μ + m και φορτίο q.

Το συσσωμάτωμα κατά τη διάρκεια της κίνησής του μετά την κρούση δέχεται σταθερή δύναμη 


′F  από το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο που έχει την ίδια φορά με τη φορά των δυναμικών γραμ-
μών του πεδίου. Επειδή η δύναμη 



′F  έχει την ίδια φορά με τη φορά της ταχύτητας υ2  του 
συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση, η κίνηση που εκτελεί το συσσωμάτωμα μετά την 
κρούση είναι ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη. 

Το διάστημα s που διανύει το συσσωμάτωμα από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την κρούση 
μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στην αρνητικά φορτισμένη πλάκα είναι:

s L x= − − ( )ΑΓ   ή  s = 0,375 m.

Έστω υ3 το μέτρο της ταχύτητας με την οποία φτάνει το συσσωμάτωμα στην αρνητικά φορ-
τισμένη πλάκα (σημείο Δ). Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του συσσωματώματος 
από το σημείο Γ στο σημείο Δ έχουμε:

� �� �� � �WF   ή  1

2

1

2
3

2

2

2� ��� � � �� � � �m m F s� �   ή  1

2

1

2
3

2

2

2� ��� � � �� � �m m qEs� �   

ή  υ3 = 80 m/s.

155. α. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σωματίδιο Σ1 
είναι η δύναμη 



F  από το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο, όπως 
απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα. 

Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης του σωματιδίου Σ1. Είναι:

�




F m� 1�   ή  F = m1α  ή  |q|E = m1α  ή  � � qE

m1

  ή  α = 10 m/s2.

A Γ
d

κάτοψη

υ0 = 0
Σ1

Σ1

υ1

F

E
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Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του σωματιδίου τη χρονική στιγμή στην οποία διέρχεται από 
το σημείο Γ. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του σωματιδίου Σ1 από το σημείο Α 

στο σημείο Γ έχουμε: � �� �� � WF   ή  1

2
01 1

2m Fd� � �   ή  1

2
1 1

2m qEd� �   ή  υ1 = 20 m/s.

β. Έστω V VA � �  η διαφορά δυναμικού μεταξύ των σημείων Α και Γ. Είναι:

� � ��
�V V

d
  ή  V V VA � � � 2 104 .

γ. Έστω m2 η μάζα του σωματιδίου Σ2 και υ2 το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος 
αμέσως μετά την κρούση. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωματιδίων Σ1 και Σ2 κατά την 
κρούση έχουμε:  p p=ολ(πριν)

 p p= ολ(μετά)

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1 : m1υ1 = (m1 + m2)υ2  ή  �
�

2

1

1

1 2

�
�
m

m m
 (1).

Έστω Εαπωλ η απώλεια της μηχανικής ενέργειας του συστήματος των δύο σωματιδίων εξαιτίας 

της κρούσης. Είναι: � ����� �����
75

100
1( )   ή  � � �1 1

3

4
( ) ( ) ( )���� �� ��� ����� �¬Κολ(μετά)� � �1 1

3

4
( ) ( ) ( )���� �� ��� ����� �¬   ή  Κολ(μετά) � ��� ��� ����( ) ( )¬ �

1

4
1

 

ή  1

2

1

4

1

2
1 2 2

2

1 1

2m m m�� � �� �   ή  �

�
2

1

2

1

1 2

1

4

�

�
�

�

�
� �

�
m

m m
 

ή λόγω της σχέσης (1):

m

m m

m

m m

1

2

1 2

2

1

1 2

1

4�� �
�

�
  ή  m

m m

1

1 2

1

4�
�   ή  m1 + m2 = 4m1  ή  m2 = 3m1  ή  m kg2

33 10� � � .

δ. Επειδή το σωματίδιο Σ2 είναι αφόρτιστο, 
το συσσωμάτωμα που δημιουργείται από την 
κρούση έχει φορτίο q. Επομένως, η μοναδική 
δύναμη που ασκείται στο συσσωμάτωμα κατά 
τη διάρκεια της κίνησής του μετά την κρούση, 
είναι η δύναμη 



′F  από το ηλεκτρικό πεδίο, η 
οποία έχει την ίδια φορά με τη φορά των δυ-
ναμικών γραμμών του ηλεκτρικού πεδίου. Για να επιστρέψει το συσσωμάτωμα με μηδενική 
ταχύτητα στο σημείο Α, πρέπει η ταχύτητα του υΣ  αμέσως μετά την κρούση να έχει φορά προς 
τα αριστερά, όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήμα. Επομένως, η ταχύτητα υ2  του σωματιδίου 
Σ2 ακριβώς πριν από την κρούση πρέπει να έχει αντίθετη φορά από τη φορά της ταχύτητας υ1  
του σωματιδίου Σ1 ακριβώς πριν από την κρούση.

A Γ

Γ

d

Σ1 Σ2

υΣ

υ1 υ2

Σ1 
+

 
Σ2

Σ1 
+

 
Σ2

Σ1 
+

 
Σ2

(+)
υ = 0

Ακριβώς 

πριν από 

την κρούση

Αμέσως 

μετά 

την κρούση

Fʹ
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Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του συσσωματώματος μετά την κρούση από το 

σημείο Γ στο σημείο Α έχουμε: � �� �� � �WF   ή  0
1

2
1 2

2� �� � � � �m m F d��   

ή  � �� � � �
1

2
1 2

2m m qEd��   ή  υΣ =
+

2

1 2

qEd

m m
  ή  υΣ = 10 m/s.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωματιδίων Σ1 και Σ2 κατά την κρούση έχουμε:
 p p=ολ(πριν)

 p p= ολ(μετά)  ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1:

m m m m1 1 2 2 1 2� � �� � � �� � �   ή  υ2 = 20 m/s.

156. α. Έστω Ε το μέτρο της έντασης του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου. Είναι:

Ε =
V

L
  ή  E V m� �5 103 / .

β. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σωματίδιο είναι 
το βάρος του w  και η δύναμη 



F  από το ομογενές 
ηλεκτρικό πεδίο. Επειδή το σωματίδιο ισορροπεί, 
η συνισταμένη των δυνάμεων που ασκούνται στο 

σωματίδιο είναι ίση με μηδέν Σ
 

F =( )0 .  Επομέ-

νως, η δύναμη 


F  είναι αντίθετη του βάρους w  

του σωματιδίου 




F w= −( ).  Δηλαδή, η δύναμη 


F  είναι κατακόρυφη με φορά προς τα πάνω, 

όπως απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα.

Επειδή η δύναμη 


F  έχει αντίθετη φορά από τη φορά των δυναμικών γραμμών του ομογενούς 
ηλεκτρικού πεδίου, το σωματίδιο είναι αρνητικά φορτισμένο (q < 0). Είναι:

Σ
 

F = 0   ή  F w− = 0   ή  |q|E = mg  ή  q
mg

E
=   ή  q C= ⋅ −2 10 6   ή  q C� � � �2 10 6 .

γ. Έστω ′V  η νέα διαφορά δυναμικού μεταξύ των δύο πλακών. Είναι: ′ =V V2   ή  ′ =V V200 .

Έστω ′Ε  το μέτρο της νέας έντασης του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου που δημιουργείται με-

ταξύ των δύο πλακών. Είναι: ′ =
′Ε

V

L
  ή  ′ =Ε 104 V m/ .

Έστω ′F  η νέα δύναμη που ασκείται στο σωματίδιο από το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο. Είναι:

′ = ′F q E   ή  ′ = ⋅ −F N2 10 2 .

Το μέτρο του βάρους w  του σωματιδίου υπολογίζεται από τη σχέση: w = mg  ή  w = −10 2 Ν.

V

Α

+ + + + + +

– – – – – –

+ + +

– – –

L
d

q,
 
m

F

w
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Επειδή είναι ′ >F w,  το σωματίδιο αρχίζει να κινείται κατακόρυφα  προς τα πάνω, οπότε θα 
συναντήσει πρώτα τη θετικά φορτισμένη πλάκα.

Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης του σωματιδίου. Είναι: 

Σ




F m= α   ή  ′ − =F w mα   ή  α = 10 m/s2.

Έστω Δt το χρονικό διάστημα κίνησης του σωματιδίου από τη χρονική στιγμή στην οποία 
αρχίζει να κινείται μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία συναντά τη θετικά φορτισμένη πλάκα. 

Η μετατόπιση του σωματιδίου στο χρονικό διάστημα Δt είναι: ∆x L d= −   ή  ∆x m= ⋅ −5 10 3 .

Είναι: ∆ ∆x t= ( )1

2

2
α   ή  t s� � �10 10 2 .

δ. Έστω WF′  το έργο της δύναμης 


′F  στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

W F xF′ = + ′∆   ή  W q E L dF′ = + ′ −( )   ή  W JF�
�� �10 4 .

157. α. Έστω Ε το μέτρο της έντασης του 
ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου που δημιουργεί-
ται ανάμεσα στις δύο πλάκες. Οι δυνάμεις που 
ασκούνται στη σταγόνα είναι το βάρος της w  
και η δύναμη 



F  από το ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο, όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα.

Επειδή η σταγόνα ισορροπεί, ισχύει: Σ
 

F = 0   ή  F w− = 0   ή  |q|E = mg (1)  ή  Ε = 104 V/m.

β. Έστω ′V  η νέα τιμή της τάσης μεταξύ των δύο πλακών. Είναι: � �V V2 .  

Έστω ′Ε  το νέο μέτρο της έντασης του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου που δημιουργείται μετα-

ξύ των δύο πλακών. Είναι: ′ =
′Ε

V

d
  ή  ′ =Ε

2V

d
 (2).

Το μέτρο της έντασης Ε πριν από τον διπλασιασμό της τάσης φόρτισης των δύο πλακών δίνεται 

από τη σχέση: Ε =
V

d
 (3).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (3) έχουμε: ′ =
Ε
Ε

2   ή  ′ =Ε Ε2   ή  ′ = ⋅Ε 2 104 V m/ .

Έστω ′F  το νέο μέτρο της δύναμης που ασκείται στη σταγόνα από το ομογενές ηλεκτρικό πε-
δίο. Είναι: ′ = ′F q E   ή  ′ = ′F q E   ή  ′ =F q E2  ή λόγω της σχέσης (1): ′ =F mg2 . 

Επειδή είναι ′ > =F w mg,  η σταγόνα μετά το διπλασιασμό της τάσης φόρτισης μεταξύ των 
δύο πλακών θα αρχίσει να κινείται κατακόρυφα προς τα πάνω εκτελώντας ευθύγραμμη ομαλά 

M
m,

 
q d

d/2

d/2

–
+

V

F

E
w
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επιταχυνόμενη κίνηση χωρίς αρχική ταχύτητα. Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης της σταγόνας. 

Είναι: �




F m� �   ή  � � �F w m�   ή  2mg mg m� � �   ή  α = g  ή  α = 10 m/s2.

γ. Έστω Δt το χρονικό διάστημα της κίνησης της σταγόνας από τη χρονική στιγμή στην οποία 
άρχισε να κινείται μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στη θετικά φορτισμένη πλάκα με 
ταχύτητα μέτρου υ. Είναι: υ = αΔt  ή  Δt = 0,1 s.

Η μετατόπιση της σταγόνας στο χρονικό διάστημα Δt είναι:

�x
d

�
2

  ή  1

2 2

2
� �t

d� � �   ή  d = α(Δt)2  ή  d = 0,1 m.

δ. Έστω Ww το έργο του βάρους w  της σταγόνας στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

W w
d

w � �
2

  ή  W mg
d

w � �
2

  ή  W Jw = − −10 4 .

Έστω WF′  το έργο της δύναμης 


′F  στο χρονικό διάστημα Δt. Είναι:

W F
d

F� � � �
2

  ή  W mg
d

F� � �2
2

  ή  W mgdF� � �   ή  W JF�
�� � �2 10 4 .

158. α. Οι δυναμικές γραμμές του ομογενούς ηλε-
κτρικού πεδίου έχουν φορά από τον θετικά φορ-
τισμένο οπλισμό του πυκνωτή προς τον αρνητικά 
φορτισμένο οπλισμό του πυκνωτή, όπως φαίνεται 
στο διπλανό σχήμα.

Έστω F το μέτρο της δύναμης που δέχεται η σταγόνα από το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο. Είναι:

F = |q|E  ή  F N� � �9 10 4 .

β. i. Οι δυνάμεις που ασκούνται στη σταγόνα Σ είναι το βάρος της w  και η σταθερή δύναμη 


F  από το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο που δημιουργείται στο εσωτερικό του πυκνωτή. Επειδή το 
φορτίο της σταγόνας Σ είναι αρνητικό, η δύναμη 



F  έχει αντίθετη φορά από τη φορά της έντα-
σης 



Ε  του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου, όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήμα. Το μέτρο του 
βάρους w  της σταγόνας Σ υπολογίζεται από τη σχέση: w = mg  ή  w N� � �10 10 4 .

Επειδή είναι w > F, η σταγόνα εκτελεί ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση κινούμενη 
από τον θετικά φορτισμένο προς τον αρνητικά φορτισμένο οπλισμό του πυκνωτή.

ii. Έστω α το μέτρο της επιτάχυνσης της σταγόνας. Είναι:

�




F m� �   ή  w F m� � �   ή  α = 1 m/s2.

++++++ ++

Σ

Α

d

–––––– ––

F

Ew
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γ. Έστω WF το ζητούμενο έργο. Είναι: W FdF � �   ή  W JF � � � �9 10 6 .

δ. Έστω ΔΚ η ζητούμενη μεταβολή της κινητικής ενέργειας της σταγόνας. Εφαρμόζοντας το 
Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση της σταγόνας από τον θετικά φορτισμένο στον αρνητικά φορτισμένο 
οπλισμό του πυκνωτή έχουμε:

ΔΚ = ΣWF  ή  ΔΚ = Ww + WF  ή  ΔΚ = mgd + WF  ή  K J� �10 6 .

159. α. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σφαιρίδιο 
(1) είναι η δύναμη 



F  από τα ομογενές ηλεκτρικό πε-
δίο μέσα στο οποίο βρίσκεται και η ελκτική δύναμη 
Coulomb 



F1  από το σφαιρίδιο (2). Επειδή το φορτίο 
του σφαιριδίου (1) είναι θετικό η δύναμη 



F  έχει την 
ίδια φορά με τη φορά της έντασης 



Ε  του ομογενούς 
ηλεκτρικού πεδίου, όπως απεικονίζεται στο διπλανό 
σχήμα.

Είναι: F = |q1|E (1).

Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σφαιρίδιο (2) είναι η δύναμη 


′F  από το ομογενές ηλεκτρικό 
πεδίο και η ελκτική δύναμη Coulomb 



F2  από το σφαιρίδιο (1). Είναι: 
 

F F2 1= −   ή  F2 = F1.

Το μέτρο της δύναμης 


′F  δίνεται από τη σχέση: ′ =F q E2  (2).

Επειδή είναι |q1| = |q2|, από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: ′ =F F.  

Επειδή το σφαιρίδιο (1) ισορροπεί, ισχύει:

�
 

F � 0   ή  F F� �1 0   ή  F K
q q

r
c= 1 2

2
  ή  q E K

q q

r
c1

1 2

2
=   ή  r

K q

E

c= 2
�  ή  r = 0,3 m.

β. Οι μοναδικές δυνάμεις που ασκούνται στα σφαιρί-
δια (1) και (2) είναι οι δυνάμεις Coulomb 



F1  και 


F2  
αντίστοιχα με τις οποίες αλληλεπιδρούν. Επομένως, 
το σύστημα των δύο σφαιριδίων είναι μονωμένο και η 
ορμή του διατηρείται σταθερή.

Έστω υ1 και υ2 τα μέτρα των ταχυτήτων των σφαιρι-
δίων (1) και (2) αντίστοιχα τη χρονική στιγμή στην 
οποία η μεταξύ τους απόσταση υποτριπλασιάζεται � �� �r r/3 .  

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σφαιριδίων, θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύ-

τητας υ1,  έχουμε:  

p pολ αρχ ολ τελ( ) ( )=   ή  m1υ1 = m2υ2  ή  
υ
υ

1

2

2

1

=
m

m
  ή  

υ
υ

1

2

1

4
=   ή  υ2 = 4υ1 (1).

(1) (2)

r

F
–+

FʹF1 F2

E

υ = 0 υ = 0

r

υ1 υ2

(+)

r΄

(1) (2)

(1) (2)

F1 F2
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Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα των δύο σφαιριδίων έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0
1

2

1

2

3

1 2

1 1

2

2 2

2 1 2+ = + +Κ Κc c

q q

r
m m

q q

r
υ υ  

ή  Κ Κc c

q q

r
m m

q q

r

1 2

1 1

2

2 2

2 1 21

2

1

2
3= + +υ υ  (2).

Επιλύοντας το σύστημα των εξισώσεων (1) και (2) προκύπτει:

υ1 = 80 m/s και υ2 = 320 m/s.

γ. Έστω 
dp

dt

1  το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της ορμής του σφαιριδίου (1) τη χρονική στιγμή 

στην οποία η απόσταση μεταξύ των δύο σφαιριδίων υποτριπλασιάζεται. Είναι:

dp

dt
F1

1= Σ   ή  
dp

dt
F1

1=   ή  
dp

dt

q q

r
c

1 1 2

2

3

=






Κ   ή  
dp
dt

kg m s1 257 6� �, / .

δ. Έστω WF1
 το ζητούμενο έργο. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του σφαιριδίου 

(1) έχουμε: Κ Κτελ αρχ− = WF1
  ή  1

2
01 1

2

1
m WFυ − =   ή  W mF1

1

2
1 1

2= υ   ή  W JF1
768 10 3� � � .
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ΘΕΜΑΤΑ A

Α. Θέματα πολλαπλής επιλογής

17. β 18. β 19. γ 20. α 21. δ 22.δ 23.α 24.β 25.γ

26. α 27. γ 28. δ 29. α 30. δ 31.γ 32.β 33.δ 34.α

35. γ 36. β 37. δ 38. β 39. γ 40.β 41.δ 42.δ 43.α

44. γ 45. β 46. γ 47. γ 48. γ 49.δ 50.α

Β. Θέματα του τύπου «Σωστό ή Λάθος»

51. α. Σ β. Λ γ. Σ δ. Σ ε. Σ

52. α. Σ β. Σ γ. Λ δ. Λ ε. Σ

53. α. Σ β. Σ γ. Λ δ. Σ ε. Λ

54. α. Σ β. Λ γ. Σ δ. Λ ε. Σ

55. α. Λ β. Λ γ. Σ δ. Σ ε. Λ

56. α. Σ β. Λ γ. Σ δ. Λ ε. Σ

57. α. Σ β. Σ γ. Λ δ. Σ ε. Σ
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58. Σωστή επιλογή είναι η β.

Οι δυνάμεις που ασκούνται στη σημειακή μάζα m είναι η βαρυτική δύναμη 


F1  από τη σημειακή 
μάζα m1 και η βαρυτική δύναμη 



F2  από τη σημειακή μάζα m2, όπως απεικονίζεται στο ακόλου-
θο σχήμα.

A Γ B

m1 m m2d / 4 3d / 4

d

F1 F2

Το μέτρο της δύναμης 


F1  δίνεται από τη σχέση: F G
m m

d
1

1

2

4








  ή  F G
m

d
1 2

16   (1).

Το μέτρο της δύναμης 


F2  δίνεται από τη σχέση: F G
m m

d
2

2

2
3

4








  ή  F G
m

d
2 2

16
8

9
   (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
F

F

1

2

9

8
1    ή  F1 > F2.

Επομένως, η σημειακή μάζα m θα κινηθεί προς το σημείο Α.

59. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω m η μάζα του σώματος. Το μέτρο του βάρους του σώματος στην επιφάνεια της Γης δίνε-

ται από τη σχέση: w = mg0  ή  w m
GM

R
 


2

  ή  w G
M m

R
 


2

 (1)

όπου ΜΓ η μάζα της Γης και RΓ η ακτίνα της.

Έστω Μ η μάζα του πλανήτη και R η ακτίνα του. Είναι:  
M

2
 (2)  και  R = RΓ (3). 

Αν g είναι το μέτρο της έντασης του βαρυτικού πεδίου του πλανήτη στην επιφάνειά του, τότε το 
μέτρο ′w  του σώματος μάζας m στην επιφάνεια του πλανήτη δίνεται από τη σχέση:

 w mg   ή   w m
GM

R2
 

ή λόγω των σχέσεων (2) και (3):  w G

M
m

R





2
2

  ή   w G
M m

R



2 2
 (4).
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Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (4) και (1) έχουμε:  w

w

1

2
  ή   w

w

2
  ή  w′ = 150 N.

60. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Αρχικά, το μέτρο F της βαρυτικής δύναμης με την οποία αλληλεπιδρούν τα δύο σώματα είναι:

F G
m

r
 

2
 (1).

Έστω ′r  η τελική απόσταση μεταξύ των δύο σωμάτων. Είναι:  r
r

3
. 

Έστω ′m  η νέα μάζα του ενός σώματος. Το μέτρο ′F  της δύναμης με την οποία αλληλεπιδρούν 
τα δύο σώματα, όταν απέχουν μεταξύ τους απόσταση ′r ,  δίνεται από τη σχέση:

  


F G
m

r


2

  ή    
F G

m

r


2

9

  ή    
F G

m

r
9

2

  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) έχουμε:   F

F

m

m
9   ή  27 9 m

m
  ή   m m3 . 

Το ζητούμενο ποσοστό υπολογίζεται από τη σχέση:     m m

m
100%   ή  π = 200%.

61. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω F το μέτρο της βαρυτικής δύναμης με την οποία αλληλεπιδρούν τα δύο σώματα, όταν 

απέχουν μεταξύ τους απόσταση r. Είναι: F G
m m

r
= 1 2

2
 (1).

Έστω ′m1  και ′m2  οι νέες μάζες των δύο σωμάτων. Είναι:  m m1 12  και  m m2 22 . 

Έστω ′F  το μέτρο της βαρυτικής δύναμης με την οποία αλληλεπιδρούν τα σώματα με μάζες 
′m1  και ′m2 ,  όταν απέχουν μεταξύ τους απόσταση  r r4 .  Είναι:

 
 


F G
m m

r

1 2

2
  ή   F G

m m

r

2 2

16

1 2

2
  ή   F G

m m

r

1 2

24
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) προκύπτει:  F

F

1

4
  ή   F F

4
. 

62. Σωστή επιλογή είναι η α.

Στο διπλανό σχήμα έχουν σχεδιαστεί τα διανύσματα g1  
και g2  της έντασης του βαρυτικού πεδίου που δημιουρ-
γούν οι σημειακές μάζες m1 και m2 αντίστοιχα στο μέσον 
Μ της μεταξύ τους απόστασης.

Mm1 m2

r

g
1

g
2

r / 2 r / 2
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Το μέτρο της έντασης g1  δίνεται από τη σχέση: g G
m

r
1

1

2

2








  ή  g G
m

r
1 2

4= . 

Το μέτρο της έντασης g2  δίνεται από τη σχέση: g G
m

r
2

2

2

2








  ή  g G
m

r
2 2

4= . 

Το μέτρο της έντασης g  του βαρυτικού πεδίου που δημιουργούν οι δύο σημειακές μάζες στο 
σημείο Μ δίνεται από τη σχέση: g g g  1 2   ή  gολ = 0.

63. Σωστή επιλογή είναι η α.

Εφόσον η συνολική ένταση του βαρυτικού πεδίου που δημιουργούν οι δύο σημειακές μάζες στο 
σημείο Κ είναι ίση με μηδέν 



g  0 ,  οι εντάσεις g1  και g2  του βαρυτικού πεδίου που δη-
μιουργούν οι σημειακές μάζες m1 και m2 αντίστοιχα στο σημείο Κ είναι αντίθετες  

g g1 2  .  

Επομένως, το σημείο Κ βρίσκεται πάνω στην ευθεία που ενώνει τις δύο σημειακές μάζες και 
ανάμεσα σε αυτές, όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήμα.

Km1

L
1

m2g
1

g
2

L
2

Συνεπώς, ισχύει: 


g  0   ή  g g1 2 0    ή  g1 = g2  ή  G
m

L
G

m

L

1

1

2

2

2

2
=   ή  

m

m

L

L

1

2

1

2

2








 

  ή  
m

m

1

2

16=   ή  m1 = 16m2.

64. Σωστή επιλογή είναι η β.

Η δυναμική ενέργεια του συστήματος των σημειακών μαζών m1 και m2 δίνεται από τη σχέση:

U G
m m

r
  1 2   ή  U G

m

r
 2

2

 (1).

Η δυναμική ενέργεια του συστήματος των σημειακών μαζών ′m1  και ′m2  δίνεται από τη σχέση:

  
 


U G
m m

r

1 2   ή    U G
m

r

2

 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: U
U

 2 . 
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65. Σωστή επιλογή είναι η β.

Εφόσον η συνολική ένταση του βαρυτικού πεδίου που δημιουργούν οι σημειακές μάζες m1 
και m2 στο σημείο Ο είναι ίση με μηδέν 



g  0 ,  η ένταση g1  του βαρυτικού πεδίου που 
δημιουργεί στο σημείο Ο η μάζα m1 είναι αντίθετη από τη ένταση g2  του βαρυτικού πεδίου 
που δημιουργεί στο ίδιο σημείο η μάζα m2 

 

g g1 2  .  Επομένως, το σημείο Ο βρίσκεται πάνω 
στην ευθεία που ενώνει τις δύο σημειακές μάζες και ανάμεσα σε αυτές, όπως απεικονίζεται στο 
ακόλουθο σχήμα.

Οm1 m2

r

g
1

g
2

x r x�

Έστω x η απόσταση του σημείου Ο από τη σημειακή μάζα m1. Είναι:





g  0   ή  g g1 2 0    ή  g1 = g2  ή  G
m

x
G

m

r x

1

2

2

2


 
  ή  m

x

m

r x
2 2

4
 

  ή  r x x  2 24  

ή  r x x  2   ή  x
r=
3

.

Έστω VO το δυναμικό του βαρυτικού πεδίου που δημιουργούν οι δύο μάζες στο σημείο Ο. 

Είναι: V V VO O m O m ( ) ( )1 2
  ή  V G

m

x
G

m

r x
O   


1 2   ή  V G

m

r
G

m

rO   

3

4

2

3

  

ή  V G
m

r
G

m

r
O   3 6   ή  V G m

rO   9 . 

66. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Η δυναμική ενέργεια του συστήματος των σημειακών μαζών m1, m2 και m3 δίνεται από τη σχέ-

ση: U G
m m

G
m m

G
m m

   1 2 1 3 2 3

  
  ή  U G

m 3
2


 (1).

Έστω ′U  η δυναμική ενέργεια του συστήματος των σημειακών μαζών ′m1,  ′m2  και ′m3.  Είναι:

  
 


 


 

U G
m m

G
m m

G
m m

1 2 1 3 2 3

4 4 4  
  ή  U G

m 3
2


 (2).

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: U′ = U.

67. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω U η δυναμική ενέργεια του συστήματος των σημειακών μαζών m1, m2 και m3, όταν βρί-
σκονται στις κορυφές Α, Β και Γ, αντίστοιχα, ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΓ πλευράς r. Είναι:
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U G
m m

r
G

m m

r
G

m m

r
   1 2 1 3 2 3   ή  U

G m m m m m m

r
 

  1 2 1 3 2 3  (1).

Έστω ′U  η δυναμική ενέργεια του συστήματος των σημειακών μαζών m1, m2 και m3, όταν 
βρίσκονται στις κορυφές  ,    και   αντίστοιχα ισόπλευρου τριγώνου       πλευράς 
 r r/2.  Είναι:

  








U G
m m

r
G

m m

r
G

m m

r

1 2 1 3 2 3   ή    
  


U

G m m m m m m

r

1 2 1 3 2 3  

ή    
  

U
G m m m m m m

r

2 1 2 1 3 2 3  (2).

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: U′ = 2U.

68. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω Εαπαιτ η ελάχιστη ενέργεια που απαιτείται για να μεταφερθούν οι δύο σημειακές μάζες από 
τις αρχικές τους θέσεις σε αρκετά μεγάλη απόσταση μεταξύ τους (στο άπειρο), ώστε να μην 
αλληλεπιδρούν. Από την Αρχή Διατήρησης της Ενέργειας έχουμε:

Εμηχ(αρχ) + Εαπαιτ = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ + Εαπαιτ = Κτελ + Uτελ  ή  0 0 01 2   G
m m

r
  

ή  E Gm m
rαπαιτ =
1 2 .

69. Σωστή επιλογή είναι η α.

Το μέτρο της έντασης του πεδίου της βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη 

σχέση: g
GM

R
0 2
 



 (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Το μέτρο g της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης σε ύψος h = 3RΓ πάνω από την επιφάνεια 
της δίνεται από τη σχέση:

g
GM

R h


 



2

  ή  g
GM

R
 

16 2
  ή λόγω της σχέσης (1): g g

= 0

16
. 

70. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω Μ η μάζα του πλανήτη. Το δυναμικό V1 σε ένα σημείο του πεδίου βαρύτητας του πλανήτη 
που βρίσκεται σε ύψος h1 = R από την επιφάνειά του δίνεται από τη σχέση:

V G
M

R h
1

1

 


  ή  V G
M

R
1

2
   (1).
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Το δυναμικό V2 σε ένα σημείο του πεδίου βαρύτητας του πλανήτη που βρίσκεται σε ύψος h2 = 2R  
από την επιφάνειά του δίνεται από τη σχέση:

V G
M

R h
2

2

 


  ή  V G
M

R
2

3
   (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
V

V

1

2

3

2
=   ή  V V1 2

3
2

= . 

71. Σωστή επιλογή είναι η α.

Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στο σημείο Α δίνεται από τη σχέση:

g
GM

rA




2
 (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στο σημείο B δίνεται από τη σχέση:

g
GM

r
B

B

 
2

 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
g

g

r

rB

B

A

 






2

  ή  
g

gB

  1

4
 

ή  g g
A

B=
4

. 

72. Σωστή επιλογή είναι η α.

Το μέτρο g της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης σε ένα σημείο του που βρίσκεται σε 
ύψος h πάνω από την επιφάνεια της Γης και απέχει απόσταση r από το κέντρο της δίνεται από 

τη σχέση: g G
M

r
 

2
 (1)  ή  g G

M

R h


 



2

,  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Από τη σχέση (1) προκύπτει ότο το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης σε ένα 
σημείο του μεταβάλλεται αντιστρόφως ανάλογα με το τετράγωνο της απόστασης του σημείου 
από το κέντρο της Γης, επομένως μειώνεται καθώς το ύψος του σημείου από την επιφάνεια 
της Γης αυξάνεται.

73. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω V το δυναμικό και g το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης σε ένα σημείο 
που βρίσκεται σε ύψος h πάνω από την επιφάνειά της. Είναι: 

V G
R h

 






 (1)  και g G
R h


 




2

 (2), όπου ΜΓ η μάζα και RΓ η ακτίνα της Γης.

Κατά τη διάρκεια της ανόδου του σώματος, το ύψος του h από την επιφάνεια της Γης αυξά-
νεται.
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Επειδή το δυναμικό είναι αρνητικό, τότε, σύμφωνα με τη σχέση (1), καθώς το ύψος h τού 
σώματος από την επιφάνεια της Γης αυξάνεται κατά τη διάρκεια της ανόδου του, το βαρυτικό 
δυναμικό των διαδοχικών σημείων από τα οποία διέρχεται το σώμα αυξάνεται.

Από τη σχέση (2) προκύπτει ότι καθώς το ύψος h του σώματος από την επιφάνεια της Γης αυξά-
νεται κατά τη διάρκεια της ανόδου του, το μέτρο της έντασης των διαδοχικών σημείων από 
τα οποία διέρχεται το σώμα μειώνεται.

74. Σωστή επιλογή είναι η β.

Το σώμα μάζας m κατά τη διάρκεια της ανόδου του εκτελεί ευθύγραμμη επιβραδυνόμενη κίνη-
ση με επιβράδυνση που μειώνεται κατά μέτρο. Το ανώτατο σημείο Γ στο οποίο φτάνει το σώμα 
είναι αυτό στο οποίο η ταχύτητά του μηδενίζεται στιγμιαία.

MΓ

RΓ A Γ

h
m m m

υ0 υ = 0
w

Έστω h το ύψος του σημείου Γ από την επιφάνεια της Γης. Είναι: g
g

= 0

9
 

ή  G
M

R h
G

M

R







 


2 2

1

9
  ή  R h R   2 29   ή  RΓ + h = 3RΓ  ή  h = 2RΓ.

Επειδή η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σώμα κατά της διάρκεια της κίνησής του είναι η 
δύναμη βαρύτητας της Γης, η μηχανική ενέργεια του συστήματος Γη – σώμα διατηρείται στα-
θερή κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος. Από την Α.Δ.Μ.Ε για το σύστημα Γη – σώμα 
μεταξύ των θέσεων Α και Γ που φαίνονται στο παραπάνω σχήμα έχουμε:

Εμηχ(Α) = Εμηχ(Γ)  ή  Εμηχ(Α) = ΚΓ + UΓ  ή   



( )  


G

M m

R h
  ή   




( )  G

M m

R3
 (1),

όπου ΜΓ η μάζα της Γης και RΓ η ακτίνα της.

Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέση:

g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (2).

Από τη σχέση (1), λόγω της σχέσης (2), έχουμε: E mg RAµηχ Γ    1
3 0 . 

75. Σωστή επιλογή είναι η α.

Είναι: g G
M

rA




2
 (1) και g G

M

r







2

 (2),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.
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Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
g

g

r

rA






2

2
  ή  1

4

2

2


r

rA

   ή  r rA

2 24   

ή  rA = 2rB.

76. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω R η ακτίνα του πλανήτη. Είναι: R = 3RΓ (1),  όπου RΓ η ακτίνα της Γης.

Έστω ΜΓ η μάζα της Γης και ρΓ η πυκνότητά της. Επειδή η πυκνότητα ρ του πλανήτη είναι ίση 
με την πυκνότητα της Γης ισχύει:

ρ = ρΓ  ή   

V

M

V
   ή   


4

3

4

3

3 3 R

M

R

   ή   

R

M

R3 3
   ή  










R

R
M

3

 

ή λόγω της σχέσης (1): Μ = 27ΜΓ (2).

Έστω g0 το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της. Είναι:

g
GM

R
0 2
 



 (3).

Έστω gπ το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας του πλανήτη στην επιφάνειά του. Είναι:

g
GM

R
 

2
  ή λόγω των σχέσεων (1) και (2): g

G M

R
 

 
27

3
2





 ή  g
GM

R
  3

2





 

ή λόγω της σχέσης (3): gπ = 3g0  ή  gπ = 30 Ν/kg.

77. Σωστή επιλογή είναι η α.

Το μέτρο υδ της ταχύτητας διαφυγής ενός σώματος που βρίσκεται σε ύψος h = RΓ πάνω από την 
επιφάνεια της Γης δίνεται από τη σχέση:

  
2GM

R h





   ή   
GM

R





 (1)  όπου ΜΓ η μάζα της Γης και RΓ η ακτίνα της.

Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέση:

g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (2).

Η σχέση (1), λόγω της σχέσης (2), γίνεται: υδ Γ= g R0 . 

78. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω m η μάζα του σώματος και VΓ το δυναμικό στο σημείο Γ όπου μηδενίζεται στιγμιαία η 
ταχύτητά του. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του σώματος από το σημείο Α, όπου 
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εκτοξεύεται το σώμα με ταχύτητα μέτρου υ0, μέχρι το σημείο Γ έχουμε:

    Ww   ή  0
1

2
0

2   m m V VA     ή    









1

2
0mg R m

GM

R h
V




  

ή     
g R GM

R
V0

2 2

 


   ή  V

GM

R

g R






 
2 2

0  (1).

Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέση:

g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (2).

Από τη σχέση (1), λόγω της σχέσης (2), έχουμε: VΓ = 0.

79. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Η ταχύτητα διαφυγής υδ ενός σώματος από την επιφάνεια της Σελήνης ισούται με την ελάχιστη 
κατά μέτρο ταχύτητα με την οποία πρέπει να εκτοξευτεί το σώμα από την επιφάνεια της Σελή-
νης, ώστε να φτάσει στο άπειρο με μηδενική ταχύτητα. Επομένως, όταν ένα σώμα εκτοξεύεται 
από την επιφάνεια της Σελήνης με ταχύτητα μέτρου υδ, η μηχανική ενέργεια του συστήματος 
σώμα – Σελήνη τη χρονική στιγμή στην οποία το σώμα φτάνει στο άπειρο είναι: Εμηχ(τελ) = 0.

Επειδή η μηχανική ενέργεια του συστήματος σώμα – Σελήνη διατηρείται σταθερή, η μηχανική 
ενέργεια του συστήματος σώμα – Σελήνη τη χρονική στιγμή στην οποία το σώμα εκτοξεύεται 
από την επιφάνεια της Σελήνης με ταχύτητα μέτρου υδ είναι: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Εμηχ(αρχ) = 0.

Συνεπώς, για να διαφύγει το σώμα οριακά από το βαρυτικό πεδίο της Σελήνης, πρέπει η μηχα-
νική ενέργεια του συστήματος σώμα – Σελήνη τη χρονική στιγμή της εκτόξευσης του σώματος 
να είναι ίση με μηδέν.

Επομένως, αν η μηχανική ενέργεια του συστήματος σώμα – Σελήνη τη χρονική στιγμή της 
εκτόξευσης του σώματος από την επιφάνεια της Σελήνης είναι ίση με Ε0 > 0, τότε το σώμα θα 
διαφύγει από το βαρυτικό πεδίο της Σελήνης και θα φτάσει στο άπειρο έχοντας μη μηδενική 
ταχύτητα. Για να υπολογίσουμε το μέτρο της ταχύτητας με την οποία φτάνει το σώμα στο άπει-
ρο, εφαρμόζουμε την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα σώμα – Σελήνη από τη χρονική στιγμή στην 
οποία το σώμα εκτοξεύεται από την επιφάνεια της Σελήνης μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία 
φτάνει στο άπειρο. Έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)   ή  Ε0 = Κτελ + Uτελ  ή  0

21

2
0 m   ή   =

2 0E
m

. 
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80. Σωστή επιλογή είναι η β.

Η ταχύτητα διαφυγής υδΓ ενός σώματος μάζας m από την επιφάνεια της Γης μπορεί να υπολο-
γιστεί, αν εφαρμόσουμε την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα σώμα – Γη. Είναι:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
0 02m

GM m

R






     ή  
 



2

2


GM

R
 

  ή  





2GM

R
 (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Το μέτρο g0Γ της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη 

σχέση: g
GM

R
0 2





   ή  GM g R   0

2  (2).

Η σχέση (1), λόγω της σχέσης (2), γίνεται:    2 0g R  (3).

Η ταχύτητα διαφυγής υδΣ ενός σώματος μάζας m από την επιφάνεια της Σελήνης μπορεί να 
υπολογιστεί, αν εφαρμόσουμε την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα σώμα – Σελήνη. Είναι:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)   ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
0 02m

GM m

R






     ή  
 



2

2


GM

R
 

ή  





2GM

R
 (4).

Το μέτρο g0Σ της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Σελήνης στην επιφάνειά της δίνεται από 
τη σχέση:

g
GM

R
0 2





   ή  GM g R   0

2  (5).

Η σχέση (4), λόγω της σχέσης (5), γίνεται:    2 0g R  (6).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (6) έχουμε: 










 

 


g R

g R

0

0

  ή  
υ
υ
δΓ

δΣ

= 22 .

81. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Το μέτρο της ταχύτητας διαφυγής ενός σώματος από την επιφάνεια της Γης δίνεται από τη σχέ-

ση:  
2GM

R





 (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης και RΓ η ακτίνα της.

Έστω Μ η μάζα και R η ακτίνα του εξωπλανήτη. Είναι: Μ = 9ΜΓ (2) και R = 4RΓ (3).

Έστω   η ταχύτητα διαφυγής ενός σώματος μάζας m από την επιφάνεια του εξωπλανήτη. 
Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα σώμα – εξωπλανήτης έχουμε:
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Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
0 02m

GMm

R
      ή  

 



2

2


GM

R
 

ή   
2GM

R
 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (4) και (1) έχουμε: 









MR

M R





 

ή λόγω των σχέσεων (2) και (3): 









3

2   
ή     

3

2   
ή  υ′δ = 16,8 km/s.

82. Σωστή επιλογή είναι η α.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται σε έναν δορυφόρο της Γης είναι το βάρος του w.  Το βάρος 
w  του δορυφόρου δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Έστω υ1 το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας 

ενός δορυφόρου που περιφέρεται σε κυκλική τροχιά ακτίνας r1 γύρω από τη Γη είναι:

ΣF = Fκ  ή  w
m

r
1

1 1

2

1




  ή  m g
m

r
1 1

1 1

2

1




  ή  1

2

1 1 g r   ή  1

2

1

2 1
GM

r
r   ή  1

1


GM

r

  (1),

όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Έστω υ2 το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας ενός δορυφόρου που περιφέρεται σε κυκλική τρο-
χιά ακτίνας r2 γύρω από τη Γη. Είναι:

ΣF = Fκ  ή  w
m

r
2

2 2

2

2




  ή  m g
m

r
2 2

2 2

2

2




  ή  2

2

2 2 g r   ή  2

2

2

2 2
GM

r
r

ή  2

2


GM

r

  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 



1

2

2

1


r

r
  ή  




1

2

1

2
 . 

Η περίοδος περιφοράς του δορυφόρου που κινείται σε κυκλική τροχιά ακτίνας r1 δίνεται από τη 

σχέση: 


1

1

1

2


r

T   
ή  T

r
1

1

1

2





 (3).

Η περίοδος περιφοράς του δορυφόρου που κινείται σε κυκλική τροχιά ακτίνας r2 δίνεται από τη 

σχέση: 


2

2

2

2


r

T   
ή  T

r
2

2

2

2





 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (4) έχουμε: 
T

T

r

r

1

2

1 2

2 1





  ή  T
T
1

2

8= . 

83. Σωστή επιλογή είναι η β.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στον δορυφόρο Δ1 είναι η βαρυτική δύναμη 


F1  από τη Γη. 
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Έστω 
dp

dt

1  το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της ορμής του δορυφόρου Δ1. Είναι:

dp

dt
F1

1=   ή  
dp

dt
G

M m

r

1 1

1

2
   (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στον δορυφόρο Δ2 είναι η βαρυτική δύναμη 


F2  από τη Γη. 

Έστω 
dp

dt

2  το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της ορμής του δορυφόρου Δ2. Είναι:

dp

dt
F2

2=   ή  
dp

dt
G

M m

r

2 2

2

2
   (2).

Είναι: 
dp

dt

dp

dt

1 24=
 
ή λόγω των σχέσεων (1) και (2):

G
M m

r
G

M m

r

 1

1

2

2

2

2
4   ή  m r m r1 2

2

2 1

24=   ή  mr mr2

2

1

24 4    ή  r r2

2

1

216=   ή  r2 = 4r1

ή  r r
1

2

4
= .

84. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω m η μάζα του δορυφόρου Δ και υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητάς του, όταν περιφέρε-
ται σε κυκλική τροχιά γύρω από τη Γη σε ύψος h = RΓ/2 πάνω από την επιφάνειά της.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στον δορυφόρο Δ, όταν περιφέρεται σε ύψος h πάνω από την 
επιφάνεια της Γης, είναι η βαρυτική δύναμη 



F  από τη Γη, η οποία δρα ως κεντρομόλος δύνα-

μη. Είναι: ΣF = Fκ  ή  F = Fκ  ή  G
M m

R h

m

R h



  


2

2   ή   


GM

R h



   
ή   

2

3

GM

R





 (1),

όπου ΜΓ η μάζα και RΓ η ακτίνα της Γης.

Η περίοδος περιφοράς Τ του δορυφόρου δίνεται από τη σχέση: 



 2 R h

T



ή   
3

R

  
ή  λόγω της σχέσης (1): T

R

GM
 3

3

2

3

 



 (2).

Έστω   το μέτρο της γραμμικής ταχύτητα του δορυφόρου και   η περίοδος περιφοράς του, 
όταν περιφέρεται σε κυκλική τροχιά γύρω από τη Γη σε ύψος ′h  πάνω από την επιφάνειά της. 
Η μοναδική δύναμη που ασκείται στον δορυφόρο, όταν περιφέρεται σε ύψος ′h  πάνω από 
την επιφάνεια της Γης, είναι η βαρυτική δύναμη ′F  από τη Γη, η οποία δρα ως κεντρομόλος 
δύναμη. Είναι:

ΣF = Fκ  ή   F F    ή  G
M m

R h

m

R h



   


 


2

2   ή   
 


GM

R h





  ή   
GM

R



6
 (3).
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Η νέα περίοδος περιφοράς   του δορυφόρου δίνεται από τη σχέση:

 
  



2 R h

T



  
ή   


 12


R

  
ή λόγω της σχέσης (3):  T

R

GM
12

6 3

 



 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (4) και (2) έχουμε:  T


8   ή   T 8 . 

85. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω υ1 το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του δορυφόρου Δ1. Η μοναδική δύναμη που ασκεί-
ται στον δορυφόρο Δ1 είναι η βαρυτική δύναμη 



F1  από τη Γη, η οποία δρα ως κεντρομόλος 
δύναμη. Είναι:

ΣF = Fκ  ή  F
m

r
1

1

2

1




  ή  G
M m

r

m

r



1

2

1

2

1




  ή  1

1


GM

r

    ή  1

1




GM

R h





 

ή  1
2


GM

R





 (1),  όπου ΜΓ η μάζα και RΓ η ακτίνα της Γης.

Έστω υ2 το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του δορυφόρου Δ2. Η μοναδική δύναμη που ασκεί-
ται στον δορυφόρο Δ2 είναι η βαρυτική δύναμη 



F2  από τη Γη, η οποία δρα ως κεντρομόλος 
δύναμη. Είναι:

ΣF = Fκ  ή  F
m

r
2

2

2

2




  ή  G
M m

r

m

r



2

2

2

2

2




  ή  2

2


GM

r

    ή  2

2




GM

R h





 

ή  2
3


GM

R





 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) προκύπτει: 



1

2

3

2
 . 

Έστω Κ1 η κινητική ενέργεια του δορυφόρου Δ1. Είναι: 1 1

21

2
 m  (3).

Έστω Κ2 η κινητική ενέργεια του δορυφόρου Δ2. Είναι: 2 2

21

2
 m  (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (4) έχουμε: 



1

2

1

2

2











  ή  K
K
1

2

3
2

= .

86. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω w0 το μέτρο του βάρους του δορυφόρου στην επιφάνεια της Γης και w το μέτρο του βά-
ρους του σε ύψος h πάνω από την επιφάνεια της Γης. Είναι:
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w w= 1

16
0   ή  mg mg= 1

16
0   ή  g g= 1

16
0   ή  

GM

R h

GM

R







 


2 2

1

16
  ή  R h R   2 216

ή  RΓ + h = 4RΓ  ή  h = 3RΓ.

Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του δορυφόρου, όταν περιφέρεται σε ύψος h πάνω 
από την επιφάνεια της Γης.

Το βάρος w  του δορυφόρου δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Είναι: ΣF = Fκ  ή  w = Fκ

ή  mg
m

r
 2

  ή  
GM

r r


2

2

    ή   
GM

r

    ή   


GM

R h





  ή    1

2

GM

R





 (1).

Το μέτρο g0 της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέ-

ση: g
GM

R
0 2
 

   
ή  GM g R  0

2  (2).

Η σχέση (1), λόγω της σχέσης (2), γίνεται: υ Γ= 1
2 0g R . 

87. Σωστή επιλογή είναι η β.

Η ταχύτητα διαφυγής υδ ενός σώματος από την επιφάνεια της Γης δίνεται από τη σχέση:

 
2GM

R





 (1).

Αν το σώμα γίνει δορυφόρος της Γης σε ύψος h πάνω από την επιφάνειά της, τότε το βάρος του 
w  δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Συνεπώς, ισχύει:

ΣF = Fκ  ή  w
m

r
 2

  ή  mg
m

R h



2



  ή  g
R h




2



  ή  
GM

R h R h



  


2

2  

ή  2 


GM

R h





   ή  


2

2










GM

R h





   ή  
2 4



GM

R h





  ή λόγω της σχέσης (1):

2 4GM

R

GM

R h












   ή  RΓ + h = 2RΓ  ή  h = RΓ.

Το μέτρο της έντασης g0 του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέ-

ση: g
GM

R
0 2
 



 (2).

Το μέτρο της έντασης g του πεδίου βαρύτητας της Γης σε ύψος h πάνω από την επιφάνειά της 

δίνεται από τη σχέση: g
GM

R h


 



2

  

ή  g
GM

R
 

4 2
 ή λόγω της σχέσης (2): g

g
= 0

4
. 
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88. Σωστή επιλογή είναι η α.

Η βαρυτική δύναμη 


FΟ  που δέχεται το τηλεσκόπιο ΟΑΟ 2 από τη Γη δρα ως κεντρομόλος 
δύναμη. Συνεπώς, ισχύει:

ΣF = Fκ  ή  FO = Fκ  ή  G
M m

R h

m

R h

O

O

O O

O



  


2

2
  ή  O

O

GM

R h







  ή  O

GM

R


8

9





 (1),

όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Η βαρυτική δύναμη 


FΗ  που δέχεται το τηλεσκόπιο Hubble από τη Γη δρα ως κεντρομόλος 
δύναμη. Συνεπώς, ισχύει:

ΣF = Fκ  ή  FH = Fκ  ή  G
M m

R h

m

R h

H

H

H H

H



  


2

2
  ή  H

H

GM

R h







  ή  H

GM

R


12

13





 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 


O

H

= 26
27

. 

89. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω m η μάζα του δορυφόρου. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στον δορυφόρο είναι η 
βαρυτική έλξη από τη Γη. Επομένως, η μηχανική ενέργεια του συστήματος δορυφόρος – Γη 
δια τηρείται σταθερή κατά τη διάρκεια της περιφοράς του δορυφόρου γύρω από τη Γη. Έστω υ 
το μέτρο της ταχύτητας του δορυφόρου τη χρονική στιγμή στην οποία βρίσκεται σε μια τυχαία 
θέση της ελλειπτικής τροχιάς του που απέχει απόσταση r από το κέντρο της Γης. Στη τυχαία 
θέση η μηχανική ενέργεια Εμηχ του συστήματος είναι:

Εμηχ = Κ + U  ή   
  1

2

2m G
M m

r
 (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Από τη σχέση (1) προκύπτει ότι, όταν η απόσταση r του δορυφόρου από το κέντρο της Γης 

αυξάνεται, ο όρος G
M m

r

Γ  μειώνεται, οπότε για να παραμείνει σταθερή η μηχανική ενέργεια 

του συστήματος δορυφόρος – Γη, το μέτρο υ της ταχύτητας του δορυφόρου μειώνεται. Επειδή 
κατά τη διάρκεια της κίνησης του δορυφόρου από το σημείο Α προς το σημείο Β η απόστασή 
του από το κέντρο της Γης αυξάνεται, το μέτρο της ταχύτητάς του μειώνεται.

90. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται σε έναν δορυφόρο μάζας m που διαγράφει κυκλική τροχιά 
ακτίνας r γύρω από τη Γη είναι το βάρος του w,  το οποίο δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Έστω 
υ το μέτρο της ταχύτητας  του δορυφόρου. Είναι:
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ΣF = Fκ  ή  w = Fκ  ή  mg
m

r
 2

  ή  υ2 = gr  ή  2

2


GM

r
r   ή   

GM

r

  (1),

όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Από τη σχέση (1) προκύπτει, ότι όλοι οι δορυφόροι, ανεξάρτητα από τη μάζα τους, που διαγρά-
φουν κυκλική τροχιά ακτίνας r γύρω από τη Γη έχουν την ίδια κατά μέτρο ταχύτητα. Συνεπώς, 
τα μέτρα των ταχυτήτων των δύο δορυφόρων ακριβώς πριν από την κρούση είναι ίσα με υ. 
Έστω υΣ το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση.

Ακριβώς πριν από την 
κρούση

r

Αμέσως μετά την 
κρούση

m m

MΓMΓ

(+)

υ1 υ2
υΣ

r

2m
wΣ

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο δορυφόρων κατά την κρούση έχουμε:
 

p p ¬   ( ) ( ) (μετά)   ή  m m m
  

  1 2 2  

ή θεωρώντας ως θετική φορά τη φορά της ταχύτητας υ1 : m m m    2    ή  υΣ = 0.

Επειδή, αμέσως μετά την κρούση το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος είναι ίσο με 
μηδέν και η μοναδική δύναμη που ασκείται στο συσσωμάτωμα είναι το βάρος του wΣ ,  το 
συσσωμάτωμα αρχίζει να εκτελεί ευθύγραμμη επιταχυνόμενη κίνηση κινούμενο προς την επι-
φάνεια της Γης. Το μέτρο της επιτάχυνσης α  του συσσωματώματος είναι κάθε χρονική στιγμή 
ίσο με το μέτρο έντασης g  του πεδίου βαρύτητας της Γης. Συνεπώς, ισχύει:

α = g  ή   
GM

r


2

 (2).

Από τη σχέση (2) προκύπτει ότι, καθώς το συσσωμάτωμα κινείται προς την επιφάνεια της Γης 
και η απόστασή του από το κέντρο της Γης μειώνεται, το μέτρο της επιτάχυνσής του αυξάνεται. 
Επομένως, το συσσωμάτωμα μετά την κρούση εκτελεί ευθύγραμμη επιταχυνόμενη κίνηση 
με επιτάχυνση που αυξάνεται κατά μέτρο μέχρι να φτάσει στην επιφάνεια της Γης. 

91. Σωστή επιλογή είναι η β.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σώμα μάζας m είναι η βαρυτική δύναμη 


F  από το σώμα 
μάζας Μ, η οποία δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Έστω υ το μέτρο της αρχικής γραμμικής ταχύ-
τητας του σώματος μάζας m. Είναι:
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ΣF = Fκ  ή  F
m

r
 2

  ή  GMm

r

m

r2

2

    ή    GM

r
 (1),

όπου r η ακτίνα της κυκλικής τροχιάς που εκτελεί το σώμα μάζας m.

Έστω   η νέα μάζα του σώματος γύρω από το οποίο περιφέρεται το σώμα μάζας m. Είναι:

  4 . 

Έστω 


′F  η νέα βαρυτική δύναμη που ασκείται στο σώμα μάζας m από το σώμα μάζας   
και   το μέτρο της νέας γραμμικής ταχύτητας του σώματος μάζας m. Η δύναμη 



′F  δρα ως 
κεντρομόλος δύναμη. Συνεπώς, ισχύει:

ΣF = Fκ  ή   


F
m

r

 2

  ή  GM m

r

m

r

 


2

2   ή    


GM

r
  ή    2

GM

r
 (2).

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: υ′ = 2υ.

92. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω m η μάζα του δορυφόρου. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στον δορυφόρο είναι η βα-
ρυτική έλξη 



F  από τη Σελήνη. Η δύναμη 


F  δρα ως κεντρομόλος δύναμη. 

Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του δορυφόρου. Είναι:

ΣF = Fκ  ή  F
m

r
 2

  ή  
GM m

r

m

r


2

2

    ή   
GM

r

  (1),

όπου ΜΣ η μάζα της Σελήνης και r η ακτίνα της κυκλικής τροχιάς που διαγράφει ο δορυφόρος 
γύρω από τη Σελήνη.

Από τη σχέση (1) προκύπτει ότι το μέτρο της ταχύτητας του δορυφόρου εξαρτάται από τη μάζα 
της Σελήνης και από την ακτίνα r της κυκλικής τροχιάς του δορυφόρου γύρω από τη Σελήνη, 
αλλά δεν εξαρτάται από τη μάζα m του δορυφόρου.
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93. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 1.

α. g kg 10 9  / .        β. VA = –4 · 10–10 J/kg.        γ. F N  2 10 10 .        δ. WAB = 24 · 10–11 J.

94. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 2.

α. F = F′ = 6 · 10–10 N.    β. U = –12 · 10–11 J. 

γ.  Επειδή είναι g1 > g2, η συνολική ένταση g  του βαρυτικού πεδίου που δημιουργούν τα 

δύο σώματα στο σημείο Μ έχει την ίδια κατεύθυνση με την κατεύθυνση της έντασης g1.   

gολ = 6 · 10–9 Ν/kg.    δ. V J kgM   10 9 / .

95. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 3.

α. F N  384 10 14 .                       β. U J  192 10 14 .                       γ. x = 0,1 m.

δ. VΣ = 10–10 J/kg.                           ε. W JΣ→∞   5 10 12 .

96. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 4.

α. U J1 2
1216 10,     .

                 
β. gολ = 10

9
10 10  N kg/ ,  VΣ =   2 10 10 J kg/ .

γ. Fολ = 10
3

10−

N.
                 

δ. Uολ = –76 · 10–12 J.

97. α. Έστω U1,2 η βαρυτική δυναμική ενέργεια του συστήματος των σωμάτων (1) και (2). 

Είναι: U G
m m

1 2
1 2

,  
   

ή  U J1 2
133 10,     . 

β. Έστω W  το ζητούμενο έργο. Είναι: W m V V    3   ή  W m V    0   

ή  W mV∞→    (1).

Το δυναμικό στο σημείο Γ υπολογίζεται από τη σχέση: VΓ = VΓ(1) + VΓ(2)  ή  V G
m

  2


ή  VΓ = –2 · 10–11 J/kg. 

Με αντικατάσταση των τιμών των μεγεθών στη σχέση (1) προκύπτει: W J∞→Γ    6 10 13 . 

γ. Έστω Uολ(αρχ) η βαρυτική δυναμική ενέργεια του συστήματος των τριών σωμάτων. Είναι:

Uολ(αρχ) = U1,2 + U1,3 + U2,3  ή  U
Gm

  ( )  3
2

  
ή  Uολ(αρχ) = –9 · 10–13 J.
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δ. Έστω Εαπαιτ η ελάχιστη ενέργεια που απαιτείται να δαπανήσουμε για να διαλύσουμε το σύ-
στημα των τριών σωμάτων. Από την Αρχή Διατήρησης της Ενέργειας έχουμε:

Εμηχ(αρχ) + Εαπαιτ = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uολ(αρχ) + Εαπαιτ = Κτελ + Uολ(τελ)  ή  Uολ(αρχ) + Εαπαιτ = 0 + 0

ή     U ( )   
ή  Εαπαιτ = 9 · 10–13 J.

98. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 5.

α. U J   18 10 14 .  β. F N  18 10 14 .

γ. 
1υ1

υ2 3 .   δ.  υ1 = 10–6 m/s, υ2 = 3 · 10–6 m/s.

99. α. Έστω Uαρχ η αρχική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο σωμάτων (τη χρονική 

στιγμή t = 0). Είναι: U G
m

r
  

2

  ή   Uαρχ = –12 · 10–14 J.

β. Έστω Uτελ η τελική δυναμική ενέργεια του συστήματος των δύο σωμάτων (τη χρονική στιγμή 

t1). Είναι: U G
m

r
  



2

  
ή  U G

m

r  
2

2   

ή  U G
m

r
  2

2

  
ή  Uτελ = –24 · 10–14 J. 

γ. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σώμα (1) τη χρονική στιγμή t1 είναι η βαρυτική δύναμη 


F  από το σώμα (2). Έστω dp

dt
 το μέτρο του ρυθμού μεταβολής της ορμής του σώματος (1) τη 

χρονική στιγμή t1. Είναι: dp

dt
F    ή  dp

dt
G

m

r




2

2
  ή  dp

dt
G

m

r








2

2

2

  ή  dp

dt
G

m

r
= 4

2

2
 

ή  dp
dt

kg m s  96 10 14 2/ . 

δ. Επειδή το σύστημα των δύο σημειακών μαζών είναι μονωμένο (δεν ασκούνται στο σύστημα 
εξωτερικές δυνάμεις), η ορμή του διατηρείται σταθερή. Συνεπώς, ισχύει:
 

p p   ( ) ( )  ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1 : 0 1 2 m m    

ή  υ1 = υ2 (1)  ή  



1

2

1 . 

Επειδή οι βαρυτικές δυνάμεις με τις οποίες αλληλεπιδρούν οι δύο σημειακές μάζες είναι συντη-
ρητικές, η μηχανική ενέργεια του συστήματος των δύο σημειακών μαζών διατηρείται σταθερή. 

Συνεπώς, ισχύει: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0 2
1

2

2

2

1

2
2

  G
m

r
m G

m

r

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ή λόγω της σχέσης (1): 1 
Gm

r
  ή  υ1 = 2 · 10–6  m/s.

Από τη σχέση (1), για 1

62 10   m s/ ,  έχουμε: υ2 = 2 · 10–6  m/s.

100. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 6. 

α. gA = 0,4 N/kg.  β. V J kgA   12 8 106, / .

γ. w = 2 N.  δ. WA→Δ = –24 · 106 J.

101. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 7.

α. h1 = 128 · 105 m.  β. h2 = 192 · 105 m.

γ. gΔ =0,625 N/kg, w = 3,75 N. δ. WA→Δ = –32 · 106 J.

102. α. Είναι: w = mg0  ή  m = 5 kg.

β. Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέ-

ση: g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (1). 

Έστω gΣ το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Σελήνης στην επιφάνειά της. Είναι:

g
GM

R







2

  ή  g G

M

R














81

3

11

2
  ή  g

GM

R






 121

729 2
  ή λόγω της σχέσης (1):

g g  121

729
0   ή  gΣ = 1,6 Ν/kg.

γ. Έστω wΣ το μέτρο του βάρους του σώματος Σ στην επιφάνεια της Σελήνης. Είναι:

wΣ = mgΣ  ή  wΣ = 8 Ν.

δ. Έστω VΣ το δυναμικό του πεδίου βαρύτητας της Σελήνης στην επιφάνειά της. Είναι:

V G
M

R






    ή  V G

M

R






  81
3

11

  ή  V g R   11

243
0   ή  VΣ = –2,9 · 106 J/kg.

103. α. Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη 

σχέση: g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (1). 
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Έστω gΑ το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης σε ύψος h1. Είναι:

g
GM

R h
A 

 


 1

2
  ή  g

GM

R
A  

25 2
  ή λόγω της σχέσης (1): g

g
  0

25
  ή  gΑ = 0,4 Ν/kg.

β. Έστω VΑ το δυναμικό του πεδίου βαρύτητας της Γης στο σημείο Α. Είναι:

V
GM

R h






 
 1

  ή  V
GM

R
A   

5
  ή λόγω της σχέσης (1): 

V
g R


  0

5
  ή  VA = –12,8 · 106 J/kg.

γ. Έστω wΑ το μέτρο του βάρους του σώματος στο σημείο Α. Είναι:

wΑ = mgΑ  ή  wΑ = 80 Ν.

δ. Είναι: g
g

  0

4
  ή  

GM

R h

GM

R







 


2

2 2

1

4
  ή  R h R   2

2 24   ή  RΓ + h2 = 2RΓ

ή  h2 = RΓ  ή  h2 = 64 · 105 m.

ε. Έστω VΔ το δυναμικό του πεδίου βαρύτητας της Γης στο σημείο Δ. Είναι:

V G
M

R h






 
 2

  ή  V
GM

R






 
2

  ή λόγω της σχέσης (1):

V
g R


  0

2
  ή  V J kg   32 106 / .

Έστω W   το ζητούμενο έργο. Είναι: W m V V         ή  WA→Δ = 384 · 107 J.

104. α. Είναι: V V  1

4
  ή  


 







GM

R h

GM

R









1

4
  ή  RΓ + h = 4RΓ

ή  h = 3RΓ  ή  h = 192 · 105 m.

β. Έστω gΖ το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στο σημείο Α. Είναι:

gA = g0  ή  g
GM

R
A  


2

 (1). 

Έστω gΖ το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στο σημείο Ζ. Είναι:

g
GM

R h



 2

  ή  g
GM

R
Z  

16 2
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) προκύπτει: 
g

g





 1

16
 (3).

Ο ζητούμενος λόγος είναι: 
w

w

mg

mg

Z

A





   ή  
w

w

g

g

Z

A






 
ή λόγω της σχέσης (3): w

w
1
16

.
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γ. Το ζητούμενο ποσοστό υπολογίζεται από τη σχέση:  



g g

g

Z A

A

100%  

ή    







g

g

Z

A

1 100%  ή λόγω της σχέσης (3): π = –93,75%.  

δ. Έστω W   το ζητούμενο έργο. Είναι: W m V V         ή  W mVA   3

4

ή  W m
GM

R
Z




  







3

4
  ή  W

GM m

R
Z




   3

4
 ή λόγω της σχέσης (1):

W g R mA   
3

4
0  ή  WA→Δ = –192 · 107 J.

105. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 8.

α. h = 192 · 105 m.  β. g N kgZ =
5
8

/ . 

γ. VΖ = –16 · 106 J/kg.    δ. dp
dt

kg m s 500 2/ . 

106. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 9.

α. h = 64 · 105 m, VA = –32 · 106 J/kg.  β. U = –288 · 107 J. 

γ. 
d
dt

m s40
9

2/ .
  

δ. υ = 8 · 103 m/s.

107. α. Είναι: g
g

  0

64
  ή  

GM

R h

GM

R







 


2

2 2

1

64
  ή  R h R   2

2 264   

ή  RΓ + h2 = 8RΓ  ή  h2 = 7RΓ    ή   h2 = 448 · 105 m.

β. Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέ-

ση: g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (1).

Έστω VΔ το δυναμικό του πεδίου βαρύτητας της Γης στο σημείο Δ. Είναι:

V
GM

R h






 
 2

  ή  V
GM

R






 
8

  ή λόγω της σχέσης (1):

V
g R


  0

8
  ή  VΔ = –8 · 106 J/kg. 

γ. Το σώμα Σ κατά τη διάρκεια της ανόδου του εκτελεί ευθύγραμμη επιβραδυνόμενη κίνηση, 

οπότε η ταχύτητά του στο ανώτερο σημείο Δ της τροχιάς του είναι ίση με μηδέν 


  0 .
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Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – σώμα Σ κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος Σ 
από το σημείο Α στο σημείο Δ έχουμε: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ

ή  


  


GM m

R h
m

GM m

R h







1

0

2

2

1

2
0   ή     

GM

R

GM

R







2 2 8

0

2

  
ή  0 0

1

2
3 g R   

ή  υ0 = 4 3 103⋅ m s/ .  

δ. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας με την οποία φτάνει το σώμα Σ στην επιφάνεια της Γης. Από 
την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – σώμα Σ κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος Σ από 
τη χρονική στιγμή στην οποία ακινητοποιείται στιγμιαία στο σημείο Δ έως τη χρονική στιγμή 
στην οποία φτάνει στην επιφάνεια της Γης έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)    ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή      
GM m

R

GM m

R
m





8
0

1

2

2   

ή    1 75,
GM

R



  
ή λόγω της σχέσης (1):   1 75 0, g R   ή  υ = 4 7 103⋅ m s/ .  

108. α. Η ένταση του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέση:

g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (1),  όπου MΓ η μάζα της Γης.

Έστω hmax το μέγιστο ύψος πάνω από την επιφάνεια της Γης στην οποία φτάνει το σώμα Σ. Από 
την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα σώμα Σ – Γη κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος Σ από 
τη χρονική στιγμή t = 0 στην οποία εκτοξεύεται έως τη χρονική στιγμή t2 στην οποία φτάνει στο 
μέγιστο ύψος hmax έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
00

2

1

m
GM m

R h

GM m

R hMax

 


 










  

ή λόγω της σχέσης (1): 
g R g R g R

R h

0 0 0

2

8 4

  



  
 max   

ή  
R

R h



 


max

1

8
  ή  hmax = 7RΓ 

ή  hmax = 448 · 105 m. 

β. Έστω d

dt

υ  ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας του σώματος Σ τη χρονική στιγμή t1, κατά τη 

διάρκεια της ανόδου του, στην οποία βρίσκεται σε ύψος h2 = 2RΓ πάνω από την επιφάνεια της 

Γης. Είναι: d

dt


   ή  d

dt
g

     ή  d

dt

GM

R

   

9 2
  ή λόγω της σχέσης (1):

d

dt

g   0

9
  ή  d

dt
m s   10

9
2/ . 
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γ. Έστω VΔ το δυναμικό στο σημείο Δ. Είναι: V G
M

R h






 
 max

  ή  V
GM

R






 
8

  

ή λόγω της σχέσης (1): V
g R


  0

8
  ή  VΔ = –8 · 106 J/kg. 

δ. Το δυναμικό στο σημείο Α υπολογίζεται από τη σχέση: V
GM

R






    

ή λόγω της σχέσης (1): V g R   0   ή  V J kg   64 106 / .

Έστω W   το ζητούμενο έργο. Είναι: W m V V         ή  WA→Δ = –112 · 108 J. 

109. α. Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη 

σχέση: g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Έστω gΑ το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στο σημείο Α. Είναι:

g
GM

R h







 1

2
  ή  g

GM

R







4 2

  ή λόγω της σχέσης (1): g
g

  0

4   
ή  gΑ = 2,5 N/kg.  

β. Έστω h2 το ύψος πάνω από την επιφάνεια της Γης στο οποίο βρίσκεται το σημείο Δ. Είναι:

g g  1

4
0   ή  

GM

R h

GM

R







 


2

2 2

1

4
  ή  R h R   2

2 24   ή  RΓ + h2 = 2RΓ  ή  h2 = RΓ

ή  h2 = 64 · 105 m. 

Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του μετεωρίτη τη χρονική στιγμή t1 στην οποία διέρχεται από 
το σημείο Δ. Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – μετεωρίτης κατά τη διάρκεια της κίνησης 
του μετεωρίτη από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2
0

2

1

1

2

2

m
GM m

R h
m

GM m

R h
 


 










  

ή λόγω της σχέσης (1): 
g R g R g R0 0 1

2

0

4 4 2 2

    


  
ή  1 0 g R   ή  υ1 = 8 · 103 m/s. 

γ. Έστω υ2 το μέτρο της ταχύτητας με την οποία φτάνει ο μετεωρίτης στην επιφάνεια της Γης. 
Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – μετεωρίτης κατά τη διάρκεια της κίνησης του μετεωρί-
τη από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t2 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2
0

2

1

2

2m
GM m

R h
m

GM

R
 


 







  

ή λόγω της σχέσης (1): 
g R g R

g R0 0 2

2

0
4 4 2

 
  


  ή  2 02 g R   ή  υ2 = 8 2 103⋅ m s/ .  
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110. α. Έστω V0 το δυναμικό του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της. 

Είναι: V
GM

R
0   



 (1).

Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέση:

g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (2),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Από τη σχέση (1) λόγω της σχέσης (2) έχουμε: V g R0 0    ή  V0 = –64 · 106 J/kg. 

β. Είναι: h = RΓ.

Το δυναμικό του πεδίου βαρύτητας της Γης στο σημείο Α όπου βρίσκεται το διαστημικό όχημα 
τη χρονική στιγμή t1 υπολογίζεται από τη σχέση:

V
GM

R h






 


   ή  V
GM

R






 
2

 ή λόγω της σχέσης (2): V
g R


  0

2
  ή   VA = –32 · 106 J/kg. 

γ. Το έργο Ww της βαρυτικής δύναμης που ασκείται στο διαστημικό όχημα από τη χρονική 
στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 υπολογίζεται από τη σχέση:

W m V Vw A  0   ή  Ww = –32 · 109 J. 

δ. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του διαστημικού οχήματος τη χρονική στιγμή t1. Από το 
Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του διαστημικού οχήματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρο-
νική στιγμή t1 έχουμε:

    W WF w   ή  1

2
01

2m F h Ww       ή  1

2


 Fh W

m

w   

ή  υ1 = 8 3 103⋅ m s/ . 

ε. Έστω υ2 το μέτρο της ταχύτητας του διαστημικού οχήματος τη χρονική στιγμή t2. Από την 
Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – διαστημικό όχημα από τη χρονική στιγμή t1 έως τη χρονική 
στιγμή t2 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2
01

2

2

2m
GM m

R h
m 


 



  

ή   2 1

2 
GM

R



  
ή λόγω της σχέσης (2):  2 1

2

0  g R   ή  υ2 = 8 2 103⋅ m s/ .  

111. α. Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη 

σχέση: g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (1).



3.2 Βαρυτικό πεδίο

261

Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας του διαστημικού οχήματος τη χρονική στιγμή t1. Από την 
Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – διαστημικό όχημα κατά τη διάρκεια της κίνησης του διαστημι-
κού οχήματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2
0

2

1

2

2

m
GM

R h
m

GM

R h
 


 










  

ή λόγω της σχέσης (1): 
g R g R g R0 0

2

0

3 2 2

2

3

    

  
ή    g R0    ή  υ = 8 · 103 m/s.    

β. Το δυναμικό του πεδίου βαρύτητας της Γης στο σημείο Α υπολογίζεται από τη σχέση:

V
GM

R h






 
 2

  ή  V
GM

R






 
2

3
  ή λόγω της σχέσης (1): V

g R


 
2

3

0   

ή  VA =    128
3
106 J kg/ .

γ. Έστω V0 το δυναμικό του πεδίου βαρύτητας στα σημεία που βρίσκονται στην επιφάνεια της 

Γης. Είναι: V
GM

R
0   



  ή λόγω της σχέσης (1): V g R0 0     ή  V J kg0

664 10   / .

Έστω Ww το έργο της βαρυτικής δύναμης που ασκείται στο διαστημικό όχημα από τη Γη από 

τη χρονική στιγμή t1 έως τη χρονική στιγμή t2. Είναι: W m V Vw    0   ή  Ww =+64 · 109 J. 

δ. Για να υπολογίσουμε το μέτρο της δύναμης 


F , εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του 
διαστημικού οχήματος από τη χρονική στιγμή t1 έως τη χρονική στιγμή t2. Είναι:

    W Ww F   ή  0
1

2 2

2  m W F
R

w    ή  F
W m

R

w
2 2



  ή  F = 5 · 104 N.

112. α. Η ένταση του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέση:

g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του μετεωρίτη τη χρονική στιγμή t1. Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το 
σύστημα Γη – μετεωρίτης από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1, έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
0

1

2
0

2

1

2m m
GM m

R h
   






  

ή   1 0

2 1 6  ,
GM

R



  
ή λόγω της σχέσης (1): 1 01 69 , g R   ή  1 01 3 , g R   (2)

ή  υ1 = 10,4 · 103 m/s.  
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β. Έστω υ2 το μέτρο της ταχύτητας με την οποία φτάνει ο μετεωρίτης στην επιφάνεια της Γης τη 
χρονική στιγμή t2, αν θεωρήσουμε ότι η δύναμη αντίστασης που δέχεται από την ατμόσφαιρα 
της Γης είναι αμελητέα. Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – μετεωρίτης από τη χρονική 
στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t2 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
0

1

2
0

2

2

2m m
GM m

R
    



  

ή   2 0

2 2
 

GM

R



  
ή λόγω της σχέσης (1): ή  2 02 09 , g R   ή  υ2 = 11,2 · 103 m/s. 

γ. Έστω υ3 το μέτρο της ταχύτητας με την οποία φτάνει ο μετεωρίτης στην επιφάνεια της Γης 
τη χρονική στιγμή t3, αν δέχεται από την ατμόσφαιρα της Γης σταθερή δύναμη αντίστασης 



F,  
μέτρου F = 4mg0. Από τo Θ.Μ.Κ.Ε.για την κίνηση του μετεωρίτη από τη χρονική στιγμή t1 έως 
τη χρονική στιγμή t3, έχουμε:

    W WF w   ή  1

2

1

2 4
3

2

1

2m m F
R

m V V           

ή λόγω της σχέσης (2): 1

2

1 69

2
3

2

0 0m mg R mg R m
GM

R h

GM

R
     










,
 









ή λόγω της σχέσης (1): 3 00 09 , g R   ή  3

32 4 10 , m s/  υ3 = 2,4 · 103 m/s.

113. α. Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνεια της Γης δίνεται 
από τη σχέση:

g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2 ,  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Σ
1

Σ
1

Σ
2

Σ
2

M
Γ

R
Γ

Σ

υ
0

υ = 0

M
Γ

R
Γ

υ
1

υ
2

Ακριβώς πριν από την 

έκρηξη – διάσπαση

h
1

h
2

υ υ = 0

t = 0 t
1

t
1

t
2
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Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – σώμα Σ κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος Σ 
από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
00

2

1

m
GM m

R

GM m

R h
   










  

ή  
0

2

2 2
 

GM

R

GM

R









  ή  0 
GM

R



  
ή λόγω της σχέσης (1):  0 0 g R   

ή  υ0 = 8 · 103 m/s.

β. Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – σώμα Σ1 κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος 
Σ1 από τη χρονική στιγμή t1 έως τη χρονική στιγμή t2 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2
1

2 1

1

2 1m
GM m

R h
m

GM m

R
 


 







  

ή λόγω της σχέσης (1): ή  
1

2

0 0

0
2 2

3

2
  

g R g R
g R 

   ή  1 02 g R  (2)

ή  υ1 = 8 2 103⋅ m s/ .  

γ. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων Σ1 και Σ2 κατά την έκρηξη – διάσπαση έχουμε:
 

p p ¬   ( ) ( ) (μετά)  
ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ2 :

0 1 1 2 2  m m    ή  


2

1 1

2


m

m
  ή  


2

1

2
   ή  2

02

2


g R  (3)   

ή  υ2 = 4 2 103⋅ m s/ . 

δ. Είναι: m = m1 + m2  ή  m = 3m1  ή  m1 = 200 kg.

Έστω Εελευθ η ενέργεια που ελευθερώθηκε κατά την έκρηξη – διάσπαση. Είναι:

       ( ) ( )¬(μετά)   ή     1

2

1

2
1 1

2

2 2

2m m   ή λόγω των σχέσεων (2) και (3):

 


  m g R
m g R

1 0

1 0

2
  ή    

3

2
1 0m g R   ή  Εελευθ = 192 · 108 J.

ε. Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – σώμα Σ2 κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος 
Σ2 από τη χρονική στιγμή t1 έως τη χρονική στιγμή t3 στην οποία φτάνει στο μέγιστο ύψος πάνω 
από την επιφάνεια της Γης έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
02 2

2 2

1

2

2

m
GM m

R h

GM m

R h
 


 









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ή  
2

2

22 2
  


GM

R

GM

R h









  ή λόγω των σχέσεων (1) και (3):

ή  
g R g R g R

R h

0 0 0

2

24 2

  



  


  ή 1

4 2




R

R h





  ή  RΓ + h2 = 4RΓ  ή  h2 = 3RΓ

ή  h2 = 192 · 105 m. 

114. α. Το σώμα Σ μετά την εκτόξευσή του εκτελεί ευθύγραμμη επιβραδυνόμενη (όχι ομαλά) 
κίνηση. Επομένως, το σώμα Σ φτάνει στο μέγιστο ύψος h2 πάνω από την επιφάνεια της Γης τη 
χρονική στιγμή t1 στην οποία ακινητοποιείται στιγμιαία 



  0 .  

�

υ = 0

Σ1Σ1 Σ2 Σ2

MΓ

RΓ

Σ Σ

MΓ

RΓ

υ0

υ1 υ2

Ακριβώς πριν από την 
έκρηξη – διάσπαση

(+)

h1

h2

υ1
ʹ υ2

ʹ

t = 0
t
1

t
1t

3 t
2

Το μέτρο της έντασης του βαρυτικού πεδίου της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέση:

g G
M

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Για να υπολογίσουμε το μέγιστο ύψος h2 στο οποίο φτάνει το σώμα Σ εφαρμόζουμε την Αρχή 
Διατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας για το σύστημα Γη – σώμα Σ κατά τη διάρκεια της κίνη-
σης του σώματος Σ από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1. Έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2 4
00

2

2

m
GM m

R

GM m

R h
   










  

ή λόγω της σχέσης (1): 
g R g R g R

R h

0 0 0

2

28 4

  



  


  ή  1

8 2




R

R h





  ή  h2 = 7RΓ

ή  h2 = 448 · 105 m. 

β. Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – σώμα Σ2 κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος 
Σ2 από τη χρονική στιγμή t1 αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση έως τη χρονική στιγμή t2 στην 
οποία εξέρχεται από το βαρυτικό πεδίο της Γης έχουμε:
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Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2
02 2

2 2

2

2 2

2m
GM m

R h
m 


 



  

ή   2 2

2

4
 

GM

R





  ή λόγω της σχέσης (1): 2 0 g R   ή  υ2 = 8 · 103 m/s.

γ. Για να υπολογίσουμε το μέτρο της ταχύτητας υ1  του σώματος Σ1 αμέσως μετά την έκρηξη – 
διάσπαση εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Ορμής για το σύστημα των σωμάτων Σ1 και 
Σ2 κατά τη διάρκεια της έκρηξης – διάσπασης. Έχουμε:
 

p p ¬   ( ) ( ) (μετά)   ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ2 :

0 1 1 2 2  m m    ή  m1υ1 = m2υ2  ή  


1

2

2
   ή  1

0

2


g R  (2)

ή  υ1 = 4 · 103 m/s.

δ. Το σώμα Σ1 μετά την έκρηξη – διάσπαση εκτελεί ευθύγραμμη επιταχυνόμενη (όχι ομαλά) 
κίνηση. Για να υπολογίσουμε το μέτρο της ταχύτητας  1  με την οποία το σώμα Σ1 φτάνει στην 
επιφάνεια της Γης τη χρονική στιγμή t3, εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής 
Ενέργειας για το σύστημα Γη – σώμα Σ1 κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος Σ1 από τη 
χρονική στιγμή t1 έως τη χρονική στιγμή t3. Έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2
1 1

2 1

2

1 1

2 1m
GM m

R h
m

GM m

R
 


 







  

ή  
 1

2

1

2

2 8 2
  

GM

R

GM

R









  ή λόγω των σχέσεων (1) και (2):

g R g R
g R0 0 1

2

0
8 8 2

 
  


  ή   1 02g R   ή  υ′1 = 8 2 103⋅ m s/ .

115. α. Το μέτρο της έντασης g0 του πεδίου βαρύτητας της 

Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέση:  g G
M

R
0 2
 



  

ή  GM g R  0

2  (1)  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – σώμα Σ κατά τη 
διάρκεια της κίνησης του σώματος Σ από τη χρονική στιγ-
μή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1, ακριβώς πριν από την 
έκρηξη – διάσπαση, έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ

ή  1

2

1

2
0

2 2m
GM m

R
m

GM m

R h
   










  

�
Aμέσως μετά την 
έκρηξη - διάσπαση

υ0

MΓ

RΓ

h

Σ

Σ

Σ1

Σ1

Σ2

Σ2

υ1

υ2
υ

MΓ

RΓ υ1
ʹ

υ2
ʹ

t = 0 t
2

t
1

t
3

t
1
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ή  
 0

2 2

2 2 8
  

GM

R

GM

R









  ή λόγω της σχέσης (1): g R g R
g R

0 0

2

0

2 8
 

     

ή    1

2
0g R   ή  υ = 4 · 103 m/s.

β. Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – σώμα Σ1 κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος 
Σ1 από τη χρονική στιγμή t1 αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση έως τη χρονική στιγμή t2 
έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2 8

1

2
1 1

2 1
1 1

2 1m
GM m

R
m

GM m

R
   







  

ή   1 1

2 7

4
 

GM

R





  ή λόγω της σχέσης (1): 1 0

1

2
 g R   ή  υ1 = 4 · 103 m/s.

γ. Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – σώμα Σ2 κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος 
Σ2 από τη χρονική στιγμή t1 αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση έως τη χρονική στιγμή t3 
έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)    ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2 8

1

2
02 2

2 2

2 2

2m
GM m

R
m   



  

ή   2 2

2

4
 

GM

R





   ή λόγω της σχέσης (1): 2 0 g R   ή  υ2 = 8 · 103 m/s.

δ. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων Σ1 και Σ2 κατά την έκρηξη – διάσπαση έχουμε:
 

p p ¬   ( ) ( ) (μετά)   ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ :

m m m m1 2 1 1 2 2         ή  m
m
1

2

1
2

= . 

116. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 11.

α. υδ = 4 2 103⋅ m s/ .

β. Επειδή για το σώμα Σ ισχύει ότι: υ0 > υδ, το σώμα Σ διαφεύγει από το βαρυτικό πεδίο της Γης.

γ. υ = 4 2 103⋅ m s/ .

117. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 12.

α. υ1 = 8 · 103 m/s.  β. Ww = –64 · 109 J.

γ. F = 2 · 104 N.  δ. d
dt

m s = 10
16

2/ .
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118. α. Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη 

σχέση: g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Το μέτρο υ1  της ταχύτητας που αποκτά το διαστημικό όχημα τη χρονική στιγμή t1 είναι ίσο με 
την ταχύτητα διαφυγής ενός σώματος σε ύψος h πάνω από την επιφάνεια της Γης. Συνεπώς, 
ισχύει:

υ1 = υδ  ή  1

1

2



GM

R h





  ή  1 
GM

R





  ή λόγω της σχέσης (1): 1 0 g R   

ή  υ1 = 8 · 103 m/s.

β. Είναι: υ1 = αt1 (1).

Η μετατόπιση του διαστημικού οχήματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 

είναι ίση με h = RΓ. Είναι: h t 1

2
1

2  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) έχουμε: h t

1

1

2
   ή  t

R
1

1

2
 


  ή  t1 = 1.600 s.

Με αντικατάσταση των τιμών των μεγεθών στη σχέση (1) προκύπτει: α = 5 m/s2.

γ. Έστω Ww το ζητούμενο έργο. Είναι: W m V Vw       ή  W m
GM

R

GM

R
w    





















2

ή  W
GM m

R
w   

2   
ή  W

g R m
w   0

2

   ή  Ww = –64 · 109 J.

δ. Έστω WF το έργο της προωθητικής δύναμης 


F  από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική 
στιγμή t1. Από το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του διαστημικού οχήματος από τη χρονική στιγμή  
t = 0 έως τη χρονική στιγμή t1 έχουμε:

    W WF w   
ή  1

2
01

2m W WF w      ή  WF = 128 · 109 J.

119. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 13.

α. hmax = 448 · 105 m.                          β. υ2 = 4 · 103 m/s.                          γ. υ1 = 2 · 103 m/s. 

δ. Εελευθ = 16 · 107 J.                            ε. υ′1 = 116 103⋅ m s/ .

120. α. Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη 

σχέση: g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.
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Το σώμα Σ φτάνει στο μέγιστο ύψος hmax πάνω από τη επιφάνεια της Γης τη χρονική στιγμή 

στην οποία ακινητοποιείται στιγμιαία 


  0 .  

Σ
1

Σ
1

Σ
2

Σ
2

M
Γ

R
Γ

Σ

M
Γ

υ
0

υ = 0

R
Γ υ

1
υ

2
υ

2

Ακριβώς πριν από την 

έκρηξη – διάσπαση

(+)

h
max

υ
1
ʹ ʹ

�

t = 0 t
1

t
1

t
2

t
3

Για να υπολογίσουμε το μέγιστο ύψος hmax, εφαρμόζουμε την Αρχή Διατήρησης της Μηχανικής 
Ενέργειας για το σύστημα Γη – σώμα Σ κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος Σ από τη 
χρονική στιγμή t = 0 έως; τη χρονική στιγμή t1. Έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
00

2m G
m

R
G

M m

R h
   








 max

  

ή λόγω της σχέσης (1): 3

4
0 0

0

2

g R g R
g R

R h
 





  
 max

  ή  
R

R h



 


max

1

4
  ή  hmax = 3RΓ  

ή  hmax = 192 · 105 m.

β. Για να υπολογίσουμε το μέτρο της ταχύτητας υ1  του σώματος Σ1 αμέσως μετά την έκρηξη 
– διάσπαση, εφαρμόζουμε την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – σώμα Σ1 κατά τη διάρκεια της 
κίνησης του σώματος Σ1 από τη χρονική στιγμή t1 αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση μέχρι 
τη χρονική στιγμή t2 στην οποία φτάνει στην επιφάνεια της Γης. Έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2 4

1

2
1 1

2 1 1

1 1

2m
GM m

R

GM m

R
m     







  

ή   1 1

2 3

2
 

GM

R





  ή λόγω της σχέσης (1): 1 0

1

2
 g R   ή  υ1 = 4 · 103 m/s. 

γ. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων Σ1 και Σ2 κατά την έκρηξη – διάσπαση έχουμε:
 

p p ¬   ( ) ( ) (μετά)   ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ2 :

0 1 1 2 2  m m    ή  


2

1 1

2


m

m
  ή  2 0 g R  (2)  ή  υ2 = 8 · 103 m/s. 
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δ. Έστω υδ η ταχύτητα διαφυγής ενός σώματος που βρίσκεται σε ύψος h = hmax πάνω από την 
επιφάνεια της Γης. Είναι:

  
2GM

R h





  ή   
GM

R



2
  ή λόγω της σχέσης (1):  

2

2
0g R  

ή  υδ = 4 2 103⋅ m s/ .

Επειδή είναι υ2 > υδ, το σώμα Σ2 θα διαφύγει από το βαρυτικό πεδίο της Γης.

ε. Έστω 2  το μέτρο της ταχύτητας με το οποίο εξέρχεται το σώμα Σ2 από το βαρυτικό πεδίο 
της Γης. Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – σώμα Σ2 κατά τη διάρκεια της κίνησης του 
σώματος Σ2 από τη χρονική στιγμή t1 αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση έως τη χρονική 
στιγμή t3 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2 4

1

2
02 2

2 2

2 2

2m
GM m

R
m   



ή     2 2

2

2

GM

R





 ή λόγω των σχέσεων (1) και (2):  2

0

2

g R   

ή  υ′2 = 4 2 103⋅ m s/ .

121. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 14.

α. υ = 4 2 103⋅ m s/ .  β. T = 3.200π 2 s . 

γ. ακ = 2,5 m/s2.  δ. Εμηχ = –64 · 108 J.

122. α. Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη 

σχέση: g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Έστω ρΓ η πυκνότητα της Γης και ρΠ η πυκνότητα του πλανήτη. Είναι:

ρΠ = ρΓ  ή   





V V
   ή  

 






4

3

8

4

3

3 3R R

   ή  R R 
3 38   ή  RΓ = 2RΠ  ή  R

R



2

. 

Έστω gΠ το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας του πλανήτη στην επιφάνειά του. Είναι:

g
GM

R







2

  ή  g G

M

R













8

2

2
  ή  g

GM

R







2 2

  ή λόγω της σχέσης (1):

g
g

  0

2
  ή  gΠ = 5 Ν/kg.
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β. Έστω υδ η ταχύτητα διαφυγής ενός σώματος μάζας m από την επιφάνεια του πλανήτη. Από 
την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα πλανήτης – σώμα έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
0 02m

GM m

R
   



  ή   
2GM

R





  

ή   
2

8

2

G
M

R




  ή   

2

2

GM

R





  ή λόγω της σχέσης (1):

 
2

2
0g R   ή  υδ = 4 2 103⋅ m s/ .  

γ. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας ενός δορυφόρου μάζας m που περιφέρεται σε κυ-
κλική τροχιά γύρω από τον πλανήτη, σε ύψος h = RΠ πάνω από την επιφάνειά του. Η μοναδική 
δύναμη που ασκείται στον δορυφόρο είναι η βαρυτική δύναμη 



FΠ  από τον πλανήτη, η οποία 
δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Είναι:

FΠ = Fκ  ή  
GM m

R h

m

R h



  


2

2   ή   


GM

R h





  ή   
G

M

R





8

4
2

  ή    1

4

GM

R





 

ή λόγω της σχέσης (1):   1

4
0g R   ή  υ = 2 · 103 m/s. 

δ. Έστω T η περίοδος περιφοράς του δορυφόρου. Είναι:


 2 r

T
  ή  T

R


2 4


   ή  T

R


2 4

2






  ή  T
R


4


   ή  T = 12.800π s.

123. α. Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γη στην επιφάνειά της δίνεται από τη 

σχέση: g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Είναι: V G
M

R h






 


  ή λόγω της σχέσης (1):   


9

16
0

0

2

1

g R
g R

R h






  

ή  9(RΓ + h1) = 16RΓ  ή  h R1

7

9
    ή  h m1

5448
9
10  . 

β. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του δορυφόρου. Η μοναδική δύναμη που ασκείται 
στον δορυφόρο είναι η βαρυτική δύναμη 



F  από τη Γη. Η βαρυτική δύναμη 


F  δρα ως κεντρο-
μόλος δύναμη. Συνεπώς, ισχύει:

F = Fκ  ή  G
M m

R h

m

R h



  



1

2

2

1

   ή   


GM

R h



 1

  ή    3

4

GM

R





 (1)
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ή λόγω της σχέσης (1):   3

4
0g R   ή  υ = 6 · 103 m/s.

γ. Έστω   το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του δορυφόρου, όταν περιφέρεται σε ύψος  
h2 = 3RΓ πάνω από την επιφάνεια της Γης.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στον δορυφόρο είναι η βαρυτική δύναμη 


′F  από τη Γη. Η 
βαρυτική δύναμη 



′F  δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Συνεπώς, ισχύει:

 F F   ή  G
M m

R h

m

R h



  





2

2

2

2

   ή   



GM

R h



 2

  ή   
1

2

GM

R





 

ή λόγω της σχέσης (1):  
1

2
0g R   ή  υ′ = 4 · 103 m/s.

Έστω Επροσ η ζητούμενη προσφερόμενη ενέργεια. Είναι: Εμηχ(αρχ) + Επροσφ = Εμηχ(τελ)  

ή  Καρχ + Uαρχ + Επροσφ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2

2

1 2

2m
GM m

R h
E

GM m

R h
m 


  


 







  

ή  1

2

9

16

1

2 4

2 2m
GM m

R
E m

GM m

R
    







  ή λόγω της σχέσης (1):

1

2

9

16

1

2 4

2

0

2 0m mg R E m
mg R

    
   ή  Επροσφ = 32 · 108 J.

δ. Έστω ακ το μέτρο της κεντρομόλου επιτάχυνσης του δορυφόρου, όταν περιφέρεται σε ύψος 
h2 πάνω από την επιφάνεια της Γης υπό τη δράση της βαρύτικής δύναμης 



′F  που δέχεται από 
τη Γη. Είναι:

 F F   ή  G
M m

R h
m

  


2

2
   ή   

GM

R



4 2
  ή λόγω της σχέσης (1):

 
g0

4
  ή  ακ = 2,5 m/s2.

124. α. Έστω ένα σημείο Α της κυκλικής τροχιάς του δορυφόρου. Είναι:

g gA = 16

81
0   ή  

GM

R h

GM

R







 


2 2

16

81
  ή  81 162 2

R R h      ή  9RΓ = 4(RΓ + h)

ή  h R 5

4
   ή   h = 8 · 106 m.

β. Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέ-

ση: g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (1), όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Έστω VΑ το δυναμικό του πεδίου βαρύτητας της Γης στο σημείο Α που βρίσκεται σε ύψος h 
πάνω από την επιφάνεια της Γης. Είναι:
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V
GM

R h
A  






  ή  V
GM

R
A   4

5





  ή λόγω της σχέσης (1):

V g R  4

5
0    ή  V = – 51,2 · 106 J/kg.

γ. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του δορυφόρου. Η μοναδική δύναμη που ασκείται 
στον δορυφόρο είναι η βαρυτική δύναμη 



F  από τη Γη. Η βαρυτική δύναμη 


F  δρα ως κεντρο-
μόλος δύναμη. Συνεπώς, ισχύει:

F = Fκ  ή  G
M m

R h

m

R h



  


2

2   ή   


GM

R h





  ή    2

3

GM

R





 

ή λόγω της σχέσης (1):   2

3
0g R   ή    16

3
103 m s/ .

Η κινητική ενέργεια Κ του δορυφόρου υπολογίζεται από τη σχέση:

  1

2

2m   ή  K = 128 · 107 J.

δ. Έστω T η περίοδος περιφοράς του δορυφόρου. Είναι:   2 r

T
 

ή  T
R h


 2


   ή  T

R


2

9

4





  ή  T

R


9

2




   ή  T = 5.400π s.

ε. Έστω Επροσφ η ζητούμενη προσφερόμενη ενέργεια. Είναι: Εμηχ(αρχ) + Επροσφ = Εμηχ(τελ)  

ή  Καρχ + Uαρχ + Επροσφ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
0 01

2 1m
GM m

R h
E 


  



  

ή λόγω της σχέσης (1): E g R m m  4

9

1

2
0 1 1

2

   ή  Επροσφ = 256 · 106 J.

125. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 15.

α. υ = 4 · 103 m/s.                                               β. υ1 = 4 · 103 m/s.

γ. υ2 = 8 · 103 m/s. Είναι:   4 2 103 m s/ . 

Επειδή είναι: υ2 > υδ, το σώμα Σ2 διαφεύγει από το βαρυτικό πεδίο της Γης.

δ. Εελευθ = 192 · 107 J.
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126. α. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του δορυφόρου.

Ακριβώς πριν από την 
έκρηξη

 
–

 
διάσπαση

υ

MΓ

RΓ

m

h
F

Σ1 Σ2υ1 υ2

Αμέσως μετά την 
έκρηξη

 
–

 
διάσπαση

MΓ

RΓ

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στον δορυφόρο είναι η βαρυτική δύναμη 


F  από τη Γη. Η 
βαρυτική δύναμη 



F  δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Συνεπώς, ισχύει:

F = Fκ  ή  G
M m

R h

m

R h



  


2

2   ή   


GM

R h





  ή    3

4

GM

R





 (1),

όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέση:

g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (2).

Από τη σχέση (1), λόγω της σχέσης (2), προκύπτει:   3

4
0g R   ή  υ = 6 · 103 m/s.

β. Το σώμα Σ1 μετά την έκρηξη – διάσπαση εξακολουθεί να είναι δορυφόρος της Γης. Έστω υ1 
το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του σώματος Σ1. Από τη σχέση (1) προκύπτει ότι η γραμμική 
ταχύτητα ενός δορυφόρου της Γης που περιφέρεται σε ύψος h = (7/9)RΓ πάνω από την επιφά-
νειά της είναι ανεξάρτητη από τη μάζα του δορυφόρου. Συνεπώς, ισχύει:
υ1 = υ  ή  υ1 = 6 · 103 m/s. 

γ. Έστω υ2 το μέτρο της ταχύτητας του σώματος Σ2 αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση. Είναι:

υ2 = υδ  ή  2

2



GM

R h





  ή λόγω της σχέσης (2): 2 0

3

4
2 g R   ή  υ2 = 6 2 103⋅ m s/ .

δ. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων κατά την έκρηξη – διάσπαση έχουμε:
 

p p ¬   ( ) ( ) (μετά)   ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ :

m m m m1 2 1 1 2 2         ή  m m1 1 2 2          ή  
m

m

1

2

2

1





 
 

  ή  m
m
1

2

1
5

= . 
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127. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 16.

α. υ1 = υ2 = 4 · 103 m/s.          β. t = 6.400π s.         γ. Εαπολ = 32 · 108 J.         δ. υ′ = 3
2
8 103⋅ m s/ .

128. α. Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη 

σχέση: g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

υ0

MΓ

RΓ

h

MΓ

RΓ

Σ

Σ

υ

Ακριβώς πριν από την 
έκρηξη – διάσπαση

Αμέσως μετά την 
έκρηξη – διάσπαση

υ = 0
Σ2 Σ1 Σ1υ2 υ1

�

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – σώμα Σ κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος Σ 

έχουμε: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
0

4
0

2m
GM m

R

GM m

R
   







  

ή  0

3

2


GM

R





  ή λόγω της σχέσης (1): 0

03

2


g R   ή  υ0 = 3
2
8 103⋅ m s/ .  

β. Έστω g το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στο σημείο Α που βρίσκεται σε 
ύψος h πάνω από την επιφάνεια της Γης. Είναι:

g
GM

R h


 



2

  ή  g
GM

R
 

16 2
  ή λόγω της σχέσης (1): g

g
= 0

16
  ή  g = 0,625 N/kg.

γ. Έστω VΑ το δυναμικό του πεδίου βαρύτητας της Γης στο σημείο Α. Είναι:

V
GM

R
A   

4
  ή λόγω της σχέσης (1): V

g R
A   0

4

   ή  VA = –16 · 106 J/kg.  

δ. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σώμα Σ2 είναι η βαρυτική δύναμη 


F  από τη Γη, η 

οποία δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Είναι: F = Fκ  ή  G
M m

R

m

R



 

2

2

2 2

2

4 4 



  ή  2

4


GM

R





  

ή λόγω της σχέσης (1): 2 0

1

2
 g R   ή  υ2 = 4 · 103 m/s.



3.2 Βαρυτικό πεδίο

275

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων Σ1 και Σ2 κατά την έκρηξη – διάσπαση έχουμε:
 

p p ¬   ( ) ( ) (μετά)   ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1 :

0 1 1 2 2 m m    ή  m1υ1 = m2υ2  ή  υ1 = 2υ2  ή  υ1 = 8 · 103 m/s.

ε. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας με την οποία εξέρχεται το σώμα Σ1 από το βαρυτικό πεδίο 
της Γης. Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – σώμα Σ1 κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώ-
ματος Σ1 από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση μέχρι τη χρονική στιγμή 
στην οποία εξέρχεται από το βαρυτικό πεδίο της Γης έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2 4

1

2
01 1

2 1

1

2m
GM m

R
m   



  

ή    1

2

2

GM

R





  ή λόγω της σχέσης (1): ή    1

2 0

2

g R   ή   υ = 4 2 103⋅ m s/ . 
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129. α. Το μέτρο υ1 της ταχύτητας του διαστημικού οχήματος σε ύψος h = RΓ πάνω από την 
επιφάνεια της Γης ισούται με την ταχύτητα διαφυγής του υδ από το ύψος αυτό. Συνεπώς ισχύει:

υ1 = υδ  ή  1

2



GM

R h





  ή  1 
GM

R





  ή  1 0 g R   ή  υ1 = 8 · 103 m/s.

β. Η κίνηση του διαστημικού οχήματος από τη χρονική στιγμή t = 0 έως τη χρονική στιγμή t 
είναι ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη. Συνεπώς, ισχύει:

υ1 = αt  ή  t 



1  (1)  και  h t 1

2

2   ή λόγω της σχέσης (1):

h  1

2

1

2


  ή  


 1

2

2h
  ή  α = 5 m/s2.

Με αντικατάσταση των τιμών των μεγεθών στη σχέση (1) προκύπτει: t = 1.600 s.

γ. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας ενός δορυφόρου Δ μάζας m που εκτελεί ομαλή κυκλική κί-
νηση σε ύψος h = RΓ πάνω από την επιφάνεια της Γης. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στον 
δορυφόρο είναι το βάρος του w,  η οποία δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Συνεπώς ισχύει:

ΣFακτ = Fκ  ή  w
m

r
 2

  ή  mg
m

r
 2

  ή  g
r

 2

  ή  
GM

r r


2

2

    ή   
GM

r

  

ή   


GM

R h





  ή   
g R

R

0

2

2





  ή   
g R0

2

   ή  υ = 4 2 103⋅ m s/ .

δ. Είναι:   2 r

T
  ή  T

R h


 2


   ή  T

R


4


   ή  T s 3 200 2.  . 

Επειδή είναι Τ > t, ο δορυφόρος δεν θα συγκρουστεί με το διαστημικό όχημα.

130. α. Έστω VM το συνολικό δυναμικό του βαρυτικού πεδίου που δημιουργούν τα σώματα Α 
και Β στο μέσον Μ της μεταξύ τους απόστασης.

υ1 υ2

rʹ

A Σ B

m1 m2

A B

x

r

g
1

g
2 Μ

(+)
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Είναι: V V VM M m M m ( ) ( )1 2
   ή  V G

m

r
G

m

rM   1 2

2 2

   ή  V
G

r
m mM    2

1 2  

ή  VM = –13,34 · 10–10 J/kg.

β. Έστω x η απόσταση από το σώμα Α του σημείου Σ του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ, στο 
οποίο η συνολική ένταση του βαρυτικού πεδίου που δημιουργούν τα σώματα Α και Β είναι ίση 

με μηδέν. Είναι: 


g  0    ή  g g1 2 0     ή  g1 = g2  ή  G
m

x
G

m

r x

1

2

2

2


 
   ή  x

r x

m

m







2

1

2

 

ή  x

r x

m

m
 1

2

   ή  x

r x
 1

3
   ή  x

r=
4

   ή  x = 2.500 m.

γ. Έστω υ1 και υ2 τα μέτρα των ταχυτήτων των σωμάτων Α και Β αντίστοιχα τη χρονική στιγμή 
στην οποία απέχουν μεταξύ τους απόσταση ′r .  Επειδή το σύστημα των σωμάτων Α και Β είναι 
μονωμένο, η ορμή του διατηρείται σταθερή. Συνεπώς, ισχύει: 

 

p p ¬   ( ) ( ) (μετά)    

ή θεωρώντας ως θετική φορά τη φορά της ταχύτητας υ1 : 0 1 1 2 2 m m    ή  m1υ1 = m2υ2

ή  



1

2

2

1


m

m   
ή  




1

2

9 .

Οι κινητικές ενέργειες Κ1 και Κ2 των σωμάτων Α και Β αντίστοιχα τη χρονική στιγμή στην 
οποία απέχουν μεταξύ τους απόσταση ′r  δίνονται από τις σχέσεις:

1 1 1

21

2
 m   (1) και 2 2 2

21

2
 m   (2). 

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 



1

2

1

2

1

2

2








m

m




  ή  K
K
1

2

9= . 

δ. Έστω U1 η βαρυτική δυναμική ενέργεια του συστήματος των σωμάτων Α και Β τη χρονική 

στιγμή στην οποία απέχουν μεταξύ τους απόσταση r. Είναι: U G
m m

r
1

1 2   (3).

Έστω U2 η βαρυτική δυναμική ενέργεια του συστήματος των σωμάτων Α και Β τη χρονική 

στιγμή στην οποία απέχουν μεταξύ τους απόσταση ′r .  Είναι: U G
m m

r
2

1 2 


 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (4) έχουμε: 
U

U

r

r

1

2

    ή  U
U
1

2

1
5

= . 

131. α. Έστω U η δυναμική ενέργεια του συστήματος Γη – δορυφόρος Α. Είναι:

U G
m

R h
 






1   ή  U G
m

R
 





1

2
 (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.
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Το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας στην επιφάνεια της Γης δίνεται από τη σχέση:

g
G

R
0 2






  ή  G g R  0

2  (2).

Από τη σχέση (1), λόγω της σχέσης (2), προκύπτει: U
g R m

  0 1

2

   ή   U = –96 · 108 J.

β. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στον δορυφόρο Α είναι η βαρυτική έλξη 


F  από τη Γη. Η 

δύναμη 


F  δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Συνεπώς ισχύει: ΣFακτ = Fκ  ή  F
m

r
 1

2
 

ή  G
M m

R h

m

R h



 

1

2

1

2

 





   ή   


GM

R h





   ή   
GM

R



2
  ή λόγω της σχέσης (2):

 
g R0

2

  (3)  ή    8 10

2

3

m s/

  
ή    4 2 103 m s/   ή  υ = 5,6 · 103 m/s. 

Το μέτρο ω της γωνιακής ταχύτητας του δορυφόρου Α υπολογίζεται από τη σχέση:

υ = ωr  ή   
r

   ή   
R h

   ή   
2R

  ή  ω = 43,75 · 10–5 rad/s. 

γ. Η αρχική μηχανική ενέργεια Εμηχ(αρχ) του σώματος Γ, όταν περιφέρεται μαζί με τον δορυφόρο, 

υπολογίζεται από τη σχέση: Εμηχ(αρχ) = Καρχ + Uαρχ  ή   


  ( )  


1

2

2m
GM m

R h
 

ή   


  ( )  1

2 2

2m
GM m

R
  ή λόγω των σχέσεων (2) και (3):

  
 ( )  

mg R mg R0 0

4 2
  ή   

 ( )  
mg R0

4
  ή  Eμηχ(αρχ) = –32 · 106 J. 

Έστω Εαπαιτ η ελάχιστη ενέργεια που απαιτείται να δοθεί στο σώμα Γ, ώστε να εγκαταλείψει 
τον δορυφόρο και να φτάσει στο άπειρο με μηδενική ταχύτητα. Από την Αρχή Διατήρησης της 
Ενέργειας έχουμε: Εμηχ(αρχ) + Εαπαιτ = Εμηχ(τελ)  ή      ( )    U   

ή  Εμηχ(αρχ) + Εαπαιτ = 0 + 0  ή       ( )   ή  Eαπαιτ = 32 · 106 J.

δ. Από τη σχέση (3) προκύπτει ότι το μέτρο 
της ταχύτητας ενός δορυφόρου που περιφέ-
ρεται σε κυκλική τροχιά σε ύψος h πάνω 
από την επιφάνεια της Γης είναι ανεξάρτη-
το της μάζας του δορυφόρου. Επομένως, το 
μέτρο   της ταχύτητας του δορυφόρου Β Ακριβώς πριν από την 

κρούση
Αμέσως μετά την 

κρούση

MΓMΓ

(+)
υΣ

A B

RΓ RΓ

h
r

h
r

υ υʹ

A B+
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είναι ίσο με το μέτρο της ταχύτητας του δορυφόρου Α     .  Έστω υΣ το μέτρο της ταχύτη-
τας του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση.

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δορυφόρων Α και Β κατά την κρούση έχουμε:
 

p p   ( ) ( )
  

ή θεωρώντας ως θετική φορά τη φορά της ταχύτητας υ  του δορυφόρου Α 
ακριβώς πριν από την κρούση:

m m m m1 2 1 2         ή  m m m m1 2 1 2       ή    2 8 103, m s/ .

Το ζητούμενο ποσοστό υπολογίζεται από τη σχέση:

    

 





 


( ) ( )

( )

%
¬

100
(μετά)

  
ή  

  

 


   




1

2

1

2

1

2
1

2

1

2

100
1

2

2

2

1 2

2

1

2

2

2

m m m m

m m


%

  

ή  π = 75%.

132. α. Έστω υ το μέτρο της γραμμικής ταχύτητας του δορυφόρου. Η μοναδική δύναμη που 
ασκείται στον δορυφόρο είναι η βαρυτική έλξη 



F  από τη Γη, η οποία δρα ως κεντρομόλος 
δύναμη. Είναι:

F = Fκ  ή  
GM m

R h

m

R h



  


2

2   ή   


GM

R h





  ή   
GM

R



2
 (1).

Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέση:

g
G

R
0 2






  ή  G g R  0

2  (2).

Από τη σχέση (1), λόγω της σχέσης (2), προκύπτει:  
g R0

2

   ή    8 10

2

3

m s/

ή    4 2 103 m s/   ή    5 6 103, m s/ .

Έστω p το μέτρο της ορμής του δορυφόρου. Είναι: p = mυ  ή  p = 16,8 · 105 kg · m/s.

β. Το μέτρο υ2 της ταχύτητας του τμήματος Σ2 αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση είναι ίσο με 
την ταχύτητα διαφυγής του υδ από το ύψος h. Είναι:

υ2 = υδ  ή  2

2



GM R

R h

 



  ή  2

2

2
 GM

R





  ή λόγω της σχέσης (2):

2 0 g R   ή  υ2 = 8 · 103 m/s.

γ. Από τη σχέση (1) προκύπτει ότι το μέτρο της ταχύτητας ενός δορυφόρου που περιφέρεται σε 
κυκλική τροχιά σε ύψος h = RΓ πάνω από την επιφάνεια της Γης είναι ανεξάρτητο της μάζας τού 
δορυφόρου. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του τμήματος Σ1 αμέσως μετά την έκρηξη – διά-
σπαση. Επειδή το τμήμα Σ1 αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση εξακολουθεί να περιφέρεται 
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στην ίδια κυκλική τροχιά με αυτήν που περιφερόταν ο δορυφόρος πριν από την έκρηξη – διά-
σπαση, το μέτρο υ1 της ταχύτητάς του είναι ίσο με το μέτρο υ της ταχύτητας του δορυφόρου. 
Είναι: υ1 = υ  ή  1

35 6 10 , m s/ .  

Ακριβώς πριν από την 
έκρηξη

 
– διάσπαση

Αμέσως μετά την 
έκρηξη

 
– διάσπαση

υ1 υ2

M
Γ

M
Γ

(+)

R
Γ

R
Γ

h h

υm Σ
1

Σ
2

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των τμημάτων Σ1 και Σ2 κατά την έκρηξη – διάσπαση έχουμε:
 

p p   ( ) ( )
  
ή θεωρώντας ως θετική φορά τη φορά της ταχύτητας υ :

m m m m1 2 1 1 2 2         ή  m m1 1 2 2          ή  m

m

1

2

2

1

 


 
    

ή  m
m
1

2

1
5

  (3).

δ. Από τη σχέση (3) προκύπτει: m2 = 5m1 (4).

Είναι: m = m1 + m2  ή λόγω της σχέσης (4): m = 6m1  ή  m1 = 50 kg.

Από τη σχέση (4), για m1 = 50 kg, προκύπτει: m2 = 250 kg.

Έστω Εελευθ η ενέργεια που ελευθερώθηκε κατά την έκρηξη. Είναι:        ( ) ( )(μετά)

ή         1

2

1

2

1

2
1 1

2

2 2

2

1 2

2m m m m
  
ή  Eελευθ = 4 · 109 J.

133. α. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας του δορυφόρου, όταν περιφέρεται σε ύψος h1 πάνω 
από την επιφάνεια της Γης.

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στον δορυφόρο είναι το βάρος του w,  το οποίο δρα ως κε-
ντρομόλος δύναμη. Είναι:

w = Fκ  ή  Mg
M

r
 2

  ή  g
r

 2

  ή  
GM

r r


2

2

    ή   
GM

r

   ή   


GM

R h



 1

 

ή   
GM

R



3
 (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέση:

g
G

R
0 2






  ή  G g R  0

2  (2).
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Από τη σχέση (1), λόγω της σχέσης (2), προκύπτει:  
g R0

3

  (3)  ή    21 33 103, m s/  

ή  υ = 4,62 · 103 m/s.

β. Έστω Ww το έργο του βάρους του δορυφόρου κατά την αλλαγή της τροχιάς του από το ύψος 
h1 σε ύψος h2 πάνω από την επιφάνεια της Γης. Είναι:

W M V Vw       ή  W M
GM

R h

GM

R h
w  


 






















1 2

  ή  W M
GM

R

GM

R
w   













3 2
 

ή  W
GM M

R
w   

6
  ή λόγω της σχέσης (2): W

g R M
w   0

6

   ή  Ww = +3,2 · 109 J.  

γ. Έστω Εαπαιτ η ελάχιστη ενέργεια που πρέπει να προσφερθεί στο τμήμα μάζας m2 του δορυφό-
ρου, όταν ο δορυφόρος περιφέρεται σε ύψος h1 πάνω από την επιφάνεια της Γης, ώστε να φτά-
σει στο άπειρο με μηδενική ταχύτητα. Από την Αρχή Διατήρησης της Ενέργειας για το σύστημα 
της Γης και του τμήματος μάζας m2 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) + Εαπαιτ = Εμηχ(τελ)  ή          U U   ή  1

2
0 02

2 2

1

m
GM m

R h
E 


  



ή λόγω των σχέσεων (2) και (3): E
m g R m g R

  2 0 2 0

3 6

 

  
ή  E

m g R
 

2 0

6



ή  Eαπαιτ = 1,06 · 109 J.

δ. Έστω m1 η μάζα του υπόλοιπου τμήματος του δορυφόρου, μετά την αποχώρηση του τμήμα-
τος μάζας m2. Είναι: m M m1 2    ή  m1 = 200 kg.

Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του τμήματος μάζας m1 του δορυφόρου, όταν περιφέρεται σε 
ύψος h1 πάνω από την επιφάνεια της Γης.

Από το σχέση (3) προκύπτει ότι το μέτρο της ταχύτητας υ1 είναι ανεξάρτητο από τη μάζα m1. 
Επομένως, ισχύει: υ1 = υ.

Έστω Εμηχ η μηχανική ενέργεια του τμήματος μάζας m1 του δορυφόρου, όταν περιφέρεται σε 
ύψος h1 πάνω από την επιφάνεια της Γης. Είναι:

Εμηχ = Κ + U  ή  E m
GM m

R h
  


1

2
1 1

2 1

1



   
ή  E m

GM m

R
  1

2 3
1

2 1



ή λόγω των σχέσεων (2) και (3): E
g R m

   0 1

6



  
ή  Eμηχ = –2,12 · 109 J.
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134. α. Η περίοδος T της κυκλικής κίνησης του δορυφόρου υπολογίζεται από τη σχέση:


 2 r

T
  ή  T

r 2


  ή  T
R h


 2


   ή  T

R


8




  
ή  T s= 40 192. . 

Έστω ω το μέτρο της γωνιακής ταχύτητας του δορυφόρου. Είναι: υ = ωr  ή   
R h

  

ή  ω = 4υ

ΓR
  ή     1

64
10 2rad s/ .

β. Επειδή ο δορυφόρος εκτελεί ομαλή κυκλική κίνηση, το 
μέτρο της γραμμικής του ταχύτητας παραμένει σταθερό 
και ίσο με υ. Έστω ∆p  η μεταβολή της ορμής του δορυ-
φόρου σε χρονικό διάστημα Δt = T/2.

Αν ο δορυφόρος κάποια χρονική στιγμή βρίσκεται στη 
θέση Α που φαίνεται στο σχήμα, τότε σε χρονικό διάστη-
μα Δt = T/2 θα βρίσκεται στην αντιδιαμετρική θέση Β που 
φαίνεται στο σχήμα. Είναι:   p p p    

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά προς τα δεξιά:

  p       ή   p  2    ή  p kg m s   4 106 / . 

Συνεπώς, η μεταβολή της ορμής του δορυφόρου στο χρονικό διάστημα Δt έχει φορά προς 
τα αριστερά, όπως φαίνεται στο σχήμα και το μέτρο της είναι: |Δp| = 4 · 106 kg · m/s.

γ. Έστω Δ|p| η μεταβολή του μέτρου της ορμής του δορυφόρου σε χρονικό διάστημα   t T/4.  

Είναι:  p p p     ή   p m m     ή  Δ|p| = 0.

δ. Έστω   το μέτρο της ταχύτητας του δορυφόρου, όταν περιφέρεται σε ύψος  h R5   πάνω 
από την επιφάνεια της Γης. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στον δορυφόρο είναι το βάρος του 


w,  το οποίο δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Είναι:

w = Fκ  ή  Mg
M

R h


 
2



  ή  
GM

R h R h



   


 


2

2   ή   
 


GM

R h





  ή   
GM

R



6
 (1),

όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Το μέτρo της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνεια της δίνεται από τη σχέση:

g
G

R
0 2






  ή  G g R  0

2  (2).

Από τη σχέση (1), λόγω της σχέσης (2), προκύπτει:  
g R0

6

  (3).

(+)

υ

MΓ

RΓ

A

Β

h

pΔ

υʹ
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Έστω Εαπαιτ η ενέργεια που πρέπει να προσφερθεί στον δορυφόρο, όταν περιφέρεται σε ύψος h  
πάνω από την επιφάνεια της Γης, ώστε να μπορεί να περιφέρεται σε ύψος ′h  πάνω από την 
επιφάνεια της Γης. Από την Αρχή Διατήρησης της Ενέργεια για το σύστημα Γη – δορυφόρος 
έχουμε:

Εμηχ(αρχ) + Εαπαιτ = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ + Εαπαιτ = Κτελ + Uτελ  

ή  1

2

1

2

2 2











 


  
 


GM

R h
E

GM

R h   
ή  

  







 


2 2

2 4 2 6
   

GM

R
E

GM

R

ή λόγω των σχέσεων (2) και (3):      


2

0 0 0

2 4 12 6
   g R

E
g R g R

ή  E
g R


 0

2

6 2

 

  
ή  Eαπαιτ = 13,33 · 108 J.

135. α. Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη 

σχέση: g
G

R
0 2






  ή  G g R  0

2  (1).

Έστω υ2 το μέτρο της ταχύτητας του διαστημικού οχήματος τη χρονική στιγμή στην οποία απέ-
χει απόσταση r2 από την επιφάνεια της Γης.

υ1
M m+

MΓ

RΓ

Σ

υ2

r2

r1

M m+

Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – διαστημικό όχημα έχουμε: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)

ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2
1

2

1

2

2

2





 



  
 

   
 


m

GM m

r
m

GM m

R r
 

ή  
 1

2

2

2

2 4 2 2
  

GM

R

GM

R







   
ή λόγω της σχέσης (1):  2

0

1

2

2
 

g R   ή  2

368 10  m s/  

ή  υ2 = 8,25 · 103 m/s.



Απαντήσεις – Λύσεις θεµάτων

284

β. Έστω υ3 το μέτρο της ταχύτητας του διαστημικού οχήματος αμέσως μετά την απελευθέρωση 
της σεληνάκατου.

mm

MΓ

RΓ

Σ

MΓ

M

RΓ

υ4

υ3

υ2

r2

υ = 0

M m+

(+)

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα του διαστημικού οχήματος και της σεληνάκατου κατά τη διάρ-
κεια της απελευθέρωσης της σεληνάκατου έχουμε:
 

p p   ( ) ( )
  
ή  (Μ + m)υ2 = Μυ3  ή  υ3 = 9,6 · 103 m/s.

γ. Έστω υ4 το μέτρο της ταχύτητας με την οποία η σεληνάκατος φτάνει στην επιφάνεια της Γης. 
Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα σεληνάκατος – Γη έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0
1

22

4

2


 
GM m

R r
m

GM m

R











ή  4

2 2 2

2
 

GM

R

GM

R







   
ή  4 

GM

R





  ή λόγω της σχέσης (1):

4 0 g R   ή  υ4 = 8 · 103 m/s.

δ. Έστω WF το έργο της δύναμης 


F  που ασκούν οι ανασχετικοί πύραυλοι στο διαστημικό όχη-
μα κατά τη διάρκεια της κίνησής του από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την απελευθέρωση 
της σεληνακάτου μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στην επιφάνεια της Γης με μηδε-
νική ταχύτητα. Εφαρμόζοντας το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του διαστημικού οχήματος έχουμε:

    W WF w   
ή  0

1

2
3

2    M W M V VF  

ή  W
GM

R r

GM

R
MF   


 














  





2

3

21

2


  
ή  W

GM

R

GM

R
MF    






 





2

1

2
3

2  

ή λόγω της σχέσης (1): W
g R M

F  
 0 3

2

2


  ή  WF = –468,48 · 109 J.  



3.2 Βαρυτικό πεδίο

285

136. α. Το μέτρο υδ της ταχύτητας διαφυγής ενός σώματος από την επιφάνεια της Γης υπολο-

γίζεται από τη σχέση:  
2GM

R





 (1),  όπου ΜΓ η μάζα της Γης.

Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέση:

g
G

R
0 2






  ή  G g R  0

2  (2).

Από τη σχέση (1), λόγω της σχέσης (2), προκύπτει:   2 0g R  (3)  ή  υδ = 8 2 103⋅ m s/ . 

β. Έστω VO το δυναμικό του πεδίου βαρύτητας στα σημεία που βρίσκονται στην επιφάνεια της 

Γης. Είναι: V
G

R
O  





  ή λόγω της σχέσης (2):

V g RO   0    ή  VΟ = –64 · 106 J/kg.

Έστω VA το δυναμικό του πεδίου βαρύτητας της Γης σε σημείο Α που βρίσκεται σε ύψος h = RΓ 

πάνω από την επιφάνειά της. Είναι: V
G

R h







 


  ή  V

G

R







 

2   
ή λόγω της σχέσης (2):

V
g R

A   0

2

   ή  VA = –32 · 106 J/kg.

γ. Εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του πυραύλου από την επιφάνεια της Γης μέχρι το 
ύψος h (σημείο Α) πάνω από την επιφάνεια της Γης. Έχουμε:

Κτελ – Καρχ = WO→A  ή  1

2

1

2
2

2

1

2m m m V VO A    
  
ή   2 1

22   V VO A

  
ή  υ2 = 2 2 103⋅ m s/ .

δ. Έστω hmax το μέγιστο ύψος πάνω από την επιφάνεια της Γης στην οποία φτάνει ο πύραυλος 
(στη θέση όπου η ταχύτητα του μηδενίζεται στιγμιαία). Από την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη 
– πύραυλος έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
01

2m
GM m

R

GM m

R h
   








 max

ή  9

32

2   


GM

R

GM

R h







 max   
ή λόγω των σχέσεων (2) και (3):

9

16

0

0

0

2g R
g R

g R

R h








  
 max   

ή  7

16



R

R h



 max

  ή  h
R

max 
9

7

   ή  hmax = 8,23 · 106 m.
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137. α. Έστω υ  το μέτρο της ταχύτητας του διαστημικού οχήματος πριν από την εκτόξευση 
του σώματος μάζας m1. 

Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο διαστημικό όχημα είναι η βαρυτική δύναμη 


F  από τον 
πλανήτη, η οποία δρα ως κεντρομόλος δύναμη. Είναι:

F = Fκ  ή  
GM m

R h

m

R h



  


2

2   ή   
GM

R



3
  ή    1

3

GM

R





 (1).

Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέση:

g
G

R
0 2






  ή  G g R  0

2  (2).

Από τη σχέση (1), λόγω της σχέσης (2), προκύπτει:   1

3
0g R   ή    8

3
103 m s/ . 

Έστω T η περίοδος περιφοράς του διαστημικού οχήματος. Είναι:





 2 R h

T

   ή   
6


R

  ή   
6

R

  ή  Τ = 14.400π s.

β. Έστω m2 η μάζα του υπόλοιπου διαστημικού οχήματος μετά την εκτόξευση του σώματος 

μάζας m1. Είναι: m = m1 + m2  ή  m
m

2

2

3
=  

Έστω υ2 το μέτρο της ταχύτητας του σώματος μάζας m2 αμέσως μετά την εκτόξευση του σώ-
ματος μάζας m1.

υ1 = 0

Ακριβώς πριν από την 
εκτόξευση

υ

Mπ

Rπ

m

h hF

m1 m2

υ2

Αμέσως μετά την 
εκτόξευση

Mπ

Rπ

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων m1 και m2 έχουμε: 
 

p p ¬   ( ) ( ) (μετά)  

ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ :

mυ = m2υ2  ή  m
m

  2

3
2   ή   2

3

2
   ή  υ2 = 4 · 103 m/s.
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γ. Είναι: m
m

1
3

=   ή  m1 = 300 kg  και  m
m

2

2

3
=   ή  m2 = 600 kg.

Έστω ΔΕ η μηχανική ενέργεια που αποδόθηκε στο σύστημα εξαιτίας της εκτόξευσης του σώμα-

τος μάζας m1. Είναι: ΔΕμηχ = Κολ(μετά) – Κολ(πριν)  ή     1

2

1

2
2 2

2 2m m   

ή  ΔΕμηχ = 1,6 · 109 J.

δ. Έστω 1  το μέτρο της ταχύτητας με την οποία το σώμα μάζας m1 φτάνει στην επιφάνεια του 
πλανήτη. Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα του σώματος μάζας m1 και του πλανήτη 
κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος μάζας m1 έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  0
1

2

1
1 1

2 1


 
GM m

R h
m

GM m

R











ή    
GM

R

GM

R







9 2 3

1

2   ή   1

2

3

GM

R





  ή λόγω της σχέσης (2):

 1 0

2

3
g R   ή  υ′1 = 16

3
103⋅ m s/ .

138. α. Εφόσον το σώμα μάζας m μόλις που φτάνει σε ύψος h = RΓ πάνω από την επιφάνεια 
της Γης, το μέτρο της ταχύτητάς του στο ύψος αυτό είναι ίσο με μηδέν.

MΓ

RΓ
υ0 υ = 0

MΓ

RΓ

υ1 υ2

Ακριβώς πριν από την 
έκρηξη – διάσπαση

h

h

(+)
�

m1 m1 m2 m2

mm

υ1
ʹ υ2

ʹ

Το μέτρο της έντασης του πεδίου βαρύτητας της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέση:

g
G

R
0 2






  ή  G g R  0

2  (1).
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Για να υπολογίσουμε το μέτρο υ0 της ταχύτητας με την οποία εκτοξεύτηκε το σώμα μάζας m 
από την επιφάνεια της Γης, εφαρμόζουμε την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα σώμα μάζας m – Γη 
κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος μάζας m από τη χρονική στιγμή στην οποία εκτο-
ξεύτηκε μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει σε ύψος h πάνω από την επιφάνεια της 
Γης. Έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2 2
0

2m
GM m

R

GM m

R
   







ή  0 
GM

R





  ή λόγω της σχέσης (1): 0 0 g R   ή  υ0 = 8 · 103 m/s. 

β. Έστω υδ το μέτρο της ταχύτητας διαφυγής ενός σώματος από ύψος h = RΓ πάνω από την 

επιφάνεια της Γης. Είναι:   
2GM

R h





  ή   
GM

R





  ή λόγω της σχέσης (1):

  g R0    ή  υδ = 8 · 103 m/s.

γ. Έστω υ1 το μέτρο της ταχύτητας του σώματος μάζας m1 αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση. 
Εφαρμόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – σώμα μάζας m1 κατά τη διάρκεια της κίνησης 
του σώματος μάζας m1 από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση μέχρι τη 
χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στην επιφάνεια της Γης έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2
1

2 1

1 1

2 1m
GM m

R h
m

GM m

R
 


 







ή  
 1

2

1

2

2 2 2
  

GM

R

GM

R







   
ή   1 1

2 
GM

R



   
ή λόγω της σχέσης (1):

 1 1

2

0  g R   ή  υ1 = 8 3 103⋅ m s/ .

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των σωμάτων με μάζες m1 και m2 κατά την έκρηξη – διάσπαση 
έχουμε: 

 

p p ¬   ( ) ( ) (μετά)   ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ2 :

0 1 1 2 2  m m    ή  m2υ2 = m1υ1  ή  υ2 = υ1   ή  2

38 3 10  m s/ . 

Επειδή είναι υ2 > υδ, το σώμα μάζας m2 θα διαφύγει από το βαρυτικό πεδίο της Γης.

δ. Έστω 2  το μέτρο της ταχύτητας με την οποία το σώμα μάζας m2 φτάνει στο άπειρο. Εφαρ-
μόζοντας την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα Γη – σώμα μάζας m2 κατά τη διάρκεια της κίνησης του 
σώματος μάζας m2 από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση μέχρι τη χρο-
νική στιγμή στην οποία διαφεύγει από το βαρυτικό πεδίο της Γης (φτάνει στο άπειρο), έχουμε:
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Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2
02 2

2 2

2 2

2m
GM m

R h
m 


 



ή  
 2

2

2

2

2 2 2
 

GM

R



   
ή     2 1

2 GM

R



   
ή λόγω της σχέσης (1):

   2 2

2

0g R   ή  υ′2 = 8 2 103⋅ m s/ . 

139. α. Έστω g1  και g2  οι εντάσεις των βαρυτικών πεδίων που δημιουργούν οι πλανήτες Π1 
και Π2 αντίστοιχα στο σημείο Σ.

Σ

A

Π
1

Μ
1
, 
R

1

Μ
2
, 
R

2

x

υ = 0

mm Π
2

υ
δ

F
2F

1

g
1

g
2

�x

Στο σημείο Σ ισχύει: 


g  0   ή  g g1 2 0    ή  g1 = g2  ή  
GM

x

GM

x

1

2

2

2


 

ή  
M

x

M

x

1

2

1

2

9


 

  

ή     x x
2 29   ή    x x3   ή  x = 

4   
ή  x = 10R1  ή  x = 106 m.

β. Έστω VΣ το συνολικό δυναμικό του βαρυτικού πεδίου που δημιουργούν οι πλανήτες Π1 και 
Π2 στο σημείο Σ.

V V V        1 2   
ή  V

GM

x

GM

x
   


1 2

   
ή  V

GM

R

GM

R
   1

1

1

110

9

30   
ή  V

GM

R
  0 4 1

1

,  (1).

Το μέτρο της έντσης του βαρυτικού πεδίου του πλανήτη Π1 στην επιφάνειά του δίνεται από τη 

σχέση: g
GM

R
0 1

1

1

2, =   ή  GM g R1 0 1 1

2= ,  (2).

Από τη σχέση (1), λόγω της σχέσης (2), προκύπτει: V g R  0 4 0 1 1, ,   ή  VΣ = –24 · 104 J/kg.

γ. Η ελάχιστη ταχύτητα   με την οποία πρέπει να εκτοξεύσουμε το σώμα μάζας m από ένα 
σημείο Α της επιφάνειας του πλανήτη Π2 που βρίσκεται πάνω στη διάκεντρο των δύο πλανητών 
είναι αυτή για την οποία το σώμα θα φτάσει στο σημείο Σ με μηδενική ταχύτητα 



  0 ,  διότι 
στη συνέχεια θα επιταχυνθεί προς την επιφάνεια του πλανήτη Π1. Για να υπολογίσουμε το μέ-
τρο της ταχύτητας , εφαρμόζουμε το Θ.Μ.Κ.Ε. για την κίνηση του σώματος μάζας m μεταξύ 
των σημείων Α και Σ. Είναι:

     WF   ή  0
1

2

2   m m V VA    ή     2 V VA   (3).
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Το δυναμικό στο σημείο Α υπολογίζεται από τη σχέση:

V V V        1 2   
ή  V

GM

R

GM

R
  


1

2

2

2   
ή  V

GM

R

GM

R
A   1

1

1

130

9

10   
ή  V

GM

R
A  

28

30

1

1

  

ή  λόγω της σχέσης (2): V
g R

A  
28

30

0 1 1,   ή  V J kg   56 104 / . 

Με αντικατάσταση των τιμών των μεγεθών στη σχέση (3) προκύπτει: υδ = 800 m/s.

δ. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο σώμα μάζας m τη χρονική στιγμή της εκτόξευσής του από το 
σημείο Α είναι η δύναμη 



F1  από τον πλανήτη Π1 και η δύναμη 


F2  από τον πλανήτη Π2. Έστω 

dp

dt



 ο ρυθμός μεταβολής της ορμής του σώματος μάζας m τη χρονική στιγμή της εκτόξευσης 

του. Είναι: dp

dt
F





    ή  dp

dt
F F



 

 1 2   ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της δύναμης 


F2 :

dp

dt
F F 2 1   ή  dp

dt

GM m

R

GM m

R
 

 
2

2

2

1

2

2


  ή  dp

dt

GM m

R

GM m

R
 

9

100 900

1

1

2

1

1

2
  ή  dp

dt

GM m

R
 

8

90

1

1

2
 

ή λόγω της σχέσης (2): dp

dt

g m
 

8

90

0 1,   ή  dp
dt

kg m s  1 6 2, /  

140. α. Έστω υ το μέτρο της ταχύτητας κάθε δορυφόρου. Η μοναδική δύναμη που ασκείται σε 
κάθε δορυφόρο είναι η βαρυτική δύναμη 



F  από τη Γη, η οποία δρα ως κεντρομόλος δύναμη. 

Είναι: F = Fκ  ή  
GM m

R h

m

R h



  


2

2   ή   


GM

R h





  ή    1

2

GM

R





 (1).

Το μέτρο της έντασης του βαρυτικού πεδίου της Γης στην επιφάνειά της δίνεται από τη σχέση:

g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (2).

Από τη σχέση (1), λόγω της σχέσης (2), έχουμε:   1

2
0g R   ή  υ = 4 · 103 m/s.

β. Οι δύο δορυφόροι έχουν την ίδια περίοδο περιφοράς T. Είναι:   2 r

T
  ή  




 2 R h

T

  

ή   
8

R

  ή  Τ1 = 12.800π s. 

γ. Έστω t1 η χρονική στιγμή στην οποία συγκρούονται οι δύο δορυφόροι. Είναι:

s1 + s2 = 2πr  ή  υt1 + υt1 = 2π(RΓ + h)  ή  2υt1 = 8πRΓ  ή  t
R

1

4





   ή  t1 = 6.400π s.
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δ. Έστω υΣ το μέτρο της ταχύτητας του συσσωματώματος αμέσως μετά την κρούση.

υ υ

Ακριβώς πριν από την 

κρούση

Αμέσως μετά την 

κρούση

M
Γ

(+)

R
Γ

h h

MΓ

RΓ

2mm1 m2

υΣ

Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο δορυφόρων κατά την κρούση έχουμε:
 

p p ¬   ( ) ( ) (μετά)   ή  m m m    2    ή  υΣ = 0. 

Έστω Εαπωλ η απώλεια της κινητικής ενέργειας του συστήματος των δύο δορυφόρων εξαιτίας 

της κρούσης. Είναι:        ( ) ( )¬(μετά)   ή    2
1

2

2m   ή  Εαπωλ = mυ2

  ή  Εαπωλ = 16 · 108 J.

141. α. Το μέτρο της επιτάχυνσης της βαρύτητας στην επιφάνεια της Γης δίνεται από τη σχέση:

g
GM

R
0 2
 



  ή  GM g R  0

2  (1).

Για να υπολογίσουμε το μέτρο της ταχύτητας υ0, εφαρμόζουμε την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστημα 
Γη – σώμα μάζας m κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος μάζας m από τη χρονική στιγμή 
που εκτοξεύτηκε έως τη χρονική στιγμή ακριβώς πριν από την έκρηξη – διάσπαση.

m m

Αμέσως μετά την 
έκρηξη – διάσπαση

�

υ = 0

MΓ

RΓ

MΓ

RΓ

υ0

υ1 υ2

Ακριβώς πριν από την 
έκρηξη – διάσπαση

(+)

h

h

υ3 �υ
m1m1 m2m2

Είναι: Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2
00

2m
GM m

R

GM m

R h
   










 

ή  
0

2

2 8
  

GM

R

GM

R









  ή  0

7

4


GM

R





  ή λόγω της σχέσης (1):



Απαντήσεις – Λύσεις θεµάτων

292

0 0

1

2
7 g R   ή  υ0 = 4 7 103⋅ m s/ .

β. Για να υπολογίσουμε το μέτρο της ταχύτητας υ2, εφαρμόζουμε την Α.Δ.Μ.Ε. για το σύστη-
μα Γη – σώμα μάζας m2 κατά τη διάρκεια της κίνησης του σώματος μάζας m2 από τη χρονική 
στιγμή αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση μέχρι τη χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στο 
άπειρο. Έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2
02 2

2 2

2

2m
GM m

R h
m 


 





 

ή  
 2

2 2

2 8 2
  GM

R





  ή λόγω της σχέσης (1):  2

2 0

4
 

g R   ή  υ2 = 5 · 103 m/s. 

γ. Από την Α.Δ.Ο. για το σύστημα των δύο σωμάτων κατά τη διάρκεια της έκρηξης – διάσπα-

σης έχουμε: 
 

p p ¬   ( ) ( ) (μετά)   ή θεωρώντας ως θετική τη φορά της ταχύτητας υ1 :

0 1 1 2 2 m m    ή  m1υ1 = m2υ2  ή  1

312 10  m s/  υ1 = 12 · 103 m/s.

Για να υπολογίσουμε το μέτρο της ταχύτητας υ3, εφαρμόζουμε την Α.Δ.Μ.Ε. για την κίνηση 
του σώματος μάζας m1 από τη χρονική στιγμή αμέσως μετά την έκρηξη – διάσπαση έως τη 
χρονική στιγμή στην οποία φτάνει στη επιφάνεια της Γης. Έχουμε:

Εμηχ(αρχ) = Εμηχ(τελ)  ή  Καρχ + Uαρχ = Κτελ + Uτελ  ή  1

2

1

2
1 1

2 1
1 3

2 1m
GM m

R h
m

GM m

R
 


 







 

ή  
 

1

2

3

2

2 8 2
  

GM

R

GM

R









  ή λόγω της σχέσης (1):  3 1

2 07

4
 

g R   ή  υ3 = 16 · 103 m/s.  

δ. Η μοναδική δύναμη που ασκείται στο σώμα μάζας m1 κατά τη διάρκεια της κίνησής του είναι 

η ελκτική βαρυτική δύναμη 


F1  από τη Γη. Έστω dp

dt



 ο ρυθμός μεταβολής της ορμής του σώμα-

τος μάζας m1 τη χρονική στιγμή στην οποία βρίσκεται σε ύψος h1 πάνω από την επιφάνεια της 

Γης. Είναι: dp

dt
F





    ή αλγεβρικά:

dp

dt
F= 1   ή  dp

dt

GM m

R h
 

 




1

1

2
  ή  dp

dt

GM m

R
  



1

24
  ή λόγω της σχέσης (1):

dp

dt

g m
  0 1

4
  ή  dp

dt
kg m s  25 2/ . 
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Το διάνυσμα του ρυθμού μεταβολής της ορμής του σώματος 
μάζας m1 ταυτίζεται με το διάνυσμα της βαρυτικής δύναμης 


F1  που ασκείται στο σώμα μάζας m1 από τη Γη, όπως φαίνε-
ται στο διπλανό σχήμα.

m1

MΓ

RΓ

(+)

F
1

h1
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Κεφάλαιο 4ο: Κινητική θεωρία των αερίων

ΘΕΜΑΤΑ A

Θέματα πολλαπλής επιλογής

11. β 12. γ 13. α 14. γ 15. α 16. δ

17. β 18. β 19. γ 20. α 21. γ 22. α

23. α 24. α 25. α 26. β 27. δ 28. δ

29. δ 30. γ 31. δ 32. γ 33. β 34. δ

35. α 36. γ 37. δ

Θέματα του τύπου «Σωστό ή Λάθος»

38. α. Λ β. Λ γ. Σ δ. Σ ε. Σ

39. α. Λ β. Σ γ. Σ δ. Σ ε. Λ

40. α. Σ β. Λ γ. Σ δ. Σ ε. Σ

41. α. Σ β. Λ γ. Σ δ. Σ ε. Σ

42. α. Σ β. Λ γ. Σ δ. Λ ε. Λ

43. α. Λ β. Σ γ. Λ δ. Σ ε. Σ

44. α. Σ β. Σ γ. Σ δ. Λ ε. Σ
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45. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Οι μεταβολές των δύο αερίων είναι ισοβαρείς και γίνονται κάτω από 
την ίδια πίεση p. Θεωρούμε τις καταστάσεις Α και Β που απεικονίζο-
νται στο διάγραμμα του διπλανού σχήματος, οι οποίες αντιστοιχούν 
στην ίδια απόλυτη θερμοκρασία T και σε διαφορετικούς όγκους V1 και 
V2 του αερίου αντίστοιχα.

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάστα-
ση Α έχουμε: pV1 = n1RT (1).

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Β έχουμε:

pV2 = n2RT (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
V

V

n

n

1

2

1

2

=  (3).

Επειδή, σύμφωνα με το διάγραμμα, είναι V1 < V2, από τη σχέση (3) προκύπτει ότι: n1 < n2.

46. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Η μεταβολή ΑΒ είναι ισόχωρη μεταβολή, οπότε ισχύει: VB = VA  ή  VB = V1.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι η πίεση του αερίου στην κατάσταση Β είναι:

pB = 3p1.

Έστω ΤΒ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Από τον νόμο του Charles για 
την ισόχωρη μεταβολή ΑΒ έχουμε:

p

T

p

T

A

A

B

B

=   ή  p

T

p

T

1

1

13
�

�

  ή  TB = 3T1.

Η μεταβολή ΒΓ είναι ισοβαρής μεταβολή.

Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισοβαρή μεταβολή ΒΓ έχουμε:

V

T

V

T

B

B

= Γ

Γ

  ή  
V

T

V

T

1

1 13 6
= Γ   ή  VΓ = 2V1.

V

V1

V2

n1

n2

TT

Β

Α
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47. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω VB ο όγκος του αερίου στη κατάσταση Β. Η μεταβολή ΑΒ είναι ισόχωρη, οπότε ισχύει:

VΒ = VΑ  ή  VΒ = 10 L.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι η πίεση του αερίου στην κατάσταση Α είναι: pA = 1 atm.

Έστω TA και TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Α και Β αντίστοιχα. Από 
το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι: TA = 300 K  και  ΤΒ = 600 Κ.

Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη μεταβολή ΑΒ έχουμε:

p

T

p

T

A

A

B

B

=   ή  p
p T

T
B

A B

A

=   ή  pB = 2 atm.

Η μεταβολή ΒΓ είναι ισόθερμη. 

Έστω pΓ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Γ. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι: 

pΓ = 1 atm.

Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη μεταβολή ΒΓ έχουμε:

pBVB = pΓVΓ  ή  V
p V

p

B

Γ
Β

Γ

=   ή  VΓ = 20 L.

48. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω Τ1 η αρχική απόλυτη θερμοκρασία του αερίου. Είναι:

T1 = (102 + 273)K  ή  T1 = 375 K.

Έστω p1 η αρχική και p2 η τελική πίεση του αερίου. Είναι:

p p p2 1 1

40

100
= +   ή  p2 = 1,4p1.

Επειδή ο όγκος του δοχείου είναι σταθερός, η μεταβολή που υφίσταται το αέριο είναι ισόχωρη. 
Εφαρμόζοντας τον νόμο του Charles για την ισόχωρη μεταβολή έχουμε:

p

T

p

T

1

1

2

2

=   ή  T
p T

p
2

2 1

1

=   ή  T2 = 525 K.

Είναι: T2 = θ2 + 273  ή  2 252= °C.

49. Σωστή επιλογή είναι η β.

Θεωρούμε τις καταστάσεις Α και Β του αερίου που απεικονίζονται στο διάγραμμα του επόμε-
νου σχήματος 1, οι οποίες αντιστοιχούν στην ίδια απόλυτη θερμοκρασία T και σε διαφορετικές 
πιέσεις p1 και p2 του αερίου αντίστοιχα.
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Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάστα-
ση Α έχουμε: p1V = n1RT (1).

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάστα-
ση Β έχουμε: p2V = n2RT (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
p

p

n

n

1

2

1

2

=  (3).

Επειδή, σύμφωνα με το διάγραμμα του σχήματος 1, είναι p1 > p2, από 
τη σχέση (3) προκύπτει: n1 > n2 (άτοπο).

Θεωρούμε τις καταστάσεις Γ και Δ του αερίου που απεικονίζονται στο διάγραμμα σχήματος 2, 
οι οποίες αντιστοιχούν στην ίδια απόλυτη θερμοκρασία Τ και σε διαφορετικές πιέσεις ′p2  και 
′p1  αντίστοιχα.

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάστα-
ση Γ έχουμε: ′ =p V n RT2 2  (4).

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάστα-
ση Δ έχουμε: ′ =p V n RT1 1  (5).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (4) και (5) έχουμε: 
′
′
=

p

p

n

n

2

1

2

1

 (6).

Επειδή, σύμφωνα με το διάγραμμα του σχήματος 2, είναι: ′ > ′p p2 1,  

από τη σχέση (6) προκύπτει: n2 > n1.

50. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι στη μεταβολή ΑΒ η πίεση του αερίου είναι ανάλογη της 
απόλυτης θερμοκρασίας του. Επομένως, η μεταβολή ΑΒ είναι ισόχωρη. Από το δοθέν διάγραμ-
μα προκύπτει, ακόμη, ότι η απόλυτη θερμοκρασία στην κατάσταση Β είναι μεγαλύτερη από την 
απόλυτη θερμοκρασία στην κατάσταση Α. Συνεπώς, η μεταβολή ΑΒ είναι ισόχωρη θέρμανση.

51. Σωστή επιλογή είναι η α.

Θεωρούμε τις καταστάσεις (1) και (2) που απεικονίζονται στο διπλα-
νό σχήμα, οι οποίες αντιστοιχούν στην ίδια απόλυτη θερμοκρασία T 
και σε διαφορετικούς όγκους VA και VB του αερίου αντίστοιχα.

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάστα-
ση (1) έχουμε: pAVA = nART (1).

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάστα-
ση (2) έχουμε: pBVB = nBRT (2).

p
1

p
2

n2

n1

TT

Α

Β

Σχήμα 1

p

n1

n2

TT

Γ

Δ

p

p
2
ʹ

p
1
ʹ

Σχήμα 2

V

VΒ

VΑ (1)

TT

Β

(2)

Α
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Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) προκύπτει: 
p V

p V

A A

B B

= 1   ή  
p

p

V

V

A

B

B

A

=  (3). 

Επειδή, σύμφωνα με το διάγραμμα, είναι V VB A< , από τη σχέση (3) προκύπτει ότι p pA B< . 

52. Σωστή επιλογή είναι η β.

Η μεταβολή που υφίσταται το αέριο είναι ισοβαρής. Έστω V1 ο αρχικός όγκος και V2 ο τελικός 
όγκος του αερίου.

Εφαρμόζοντας τον νόμο του Gay – Lussac για την ισοβαρή μεταβολή έχουμε:

V V1 2

3Τ Τ
=   ή  V2 = 3V1.

Το ζητούμενο ποσοστό υπολογίζεται από τη σχέση: π =
−

⋅
V V

V

2 1

1

100%   ή  π = 200%.

53. Σωστή επιλογή είναι η α.

Θεωρούμε τις καταστάσεις Α και Β που απεικονίζονται στο διπλανό 
σχήμα, οι οποίες αντιστοιχούν στην ίδια απόλυτη θερμοκρασία Τ και 
σε διαφορετικές πιέσεις p1 και p2 του αερίου αντίστοιχα.

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάστα-
ση Α έχουμε: p1V = n1RT (1).

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάστα-
ση Β έχουμε: p2V = n2RT (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
p

p

n

n

1

2

1

2

=  (3).

Επειδή, σύμφωνα με το διάγραμμα είναι p1 > p2, από τη σχέση (3) προκύπτει ότι: n1 > n2.

54. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Επειδή το δοχείο έχει σταθερά τοιχώματα, η μεταβολή που υφίσταται το αέριο είναι ισόχωρη. 
Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη μεταβολή έχουμε:

p p1

1

2

2Τ Τ
=   ή  p

p
2

1 2

1

=
Τ
Τ

  ή  p
p

2

1 1

1

3
=

Τ
Τ

  ή  p2 = 3p1.

55. Σωστή επιλογή είναι η β.

Στις μεταβολές ΑΒ και ΓΔ, όπως προκύπτει από το δοθέν διάγραμμα, ο όγκος του αερίου είναι 
ανάλογος της απόλυτης θερμοκρασίας του. Επομένως, οι μεταβολές ΑΒ και ΓΔ είναι ισοβαρείς. 

0

(1)

(2)

p
1

p
2

n2

n1

TT

Α

Β

p
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Στις μεταβολές ΒΓ και ΔΑ, όπως προκύπτει από το δοθέν διάγραμμα, η απόλυτη θερμοκρασία 
του αερίου παραμένει σταθερή. Επομένως, οι μεταβολές ΒΓ και ΔΑ είναι ισόθερμες.

56. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω V1 ο αρχικός και V2 ο τελικός όγκος του αερίου. Είναι: V2 = 3V1.

Έστω p1 η αρχική και p2 η τελική πίεση του αερίου. Η μεταβολή που εκτελεί το αέριο είναι 
ισόθερμη. Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη μεταβολή έχουμε:

p1V1 = p2V2  ή  p
p V

V
2

1 1

2

=   ή  p
p

2
1

3
= .

57. Σωστή επιλογή είναι η β.

Η μεταβολή που εκτελεί το αέριο είναι ισόχωρη. Έστω p1 η αρχική πίεση και T1 η αρχική από-
λυτη θερμοκρασία του αερίου.

Έστω p2 η τελική πίεση και T2 η τελική απόλυτη θερμοκρασία του αερίου. Είναι: Τ2 = 2Τ1.

Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη μεταβολή έχουμε:

p p1

1

2

2Τ Τ
=   ή  p

p
2

1 2

1

=
Τ
Τ

  ή  p2 = 2p1.

58. Σωστή επιλογή είναι η β.

Θεωρούμε τις καταστάσεις Α και Β του αερίου που απεικονίζο-
νται στο διπλανό σχήμα, οι οποίες αντιστοιχούν στον ίδιο όγκο V 
και σε διαφορετικές πιέσεις p1 και p2 του αερίου αντίστοιχα.

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κα-
τάσταση Α έχουμε: p1V = n1RT (1).

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κα-
τάσταση Β έχουμε: p2V = n2RT (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
p

p

n

n

1

2

1

2

=  (3).

Επειδή, σύμφωνα με το διάγραμμα είναι: p p1 2< ,  από τη σχέση (3) προκύπτει: n1 < n2.

59. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω n1 τα αρχικά mol του αερίου πριν το άνοιγμα της βαλβίδας και V ο όγκος του δοχείου 
(n1 = 4 mol).

p
1

p
2

Α

V

Β

T

T

0 V

p
(2)

(1)

n1

n2
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Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων πριν από το άνοιγμα της βαλβίδας έχουμε:

p0V = n1RT0 (1).

Έστω n2 τα τελικά mol του αερίου μετά το άνοιγμα της βαλβίδας. Από την καταστατική εξίσω-
ση των ιδανικών αερίων μετά το άνοιγμα της βαλβίδας έχουμε: 2p0V = n2R4T0 (2)

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) προκύπτει: 1

2 4

1

2

=
n

n
  ή  

n
n
1

2

2= .

60. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω p1 η πίεση και V1 ο όγκος του αερίου Α που υπάρχει στο αριστερό μέρος του δοχείου. 
Είναι: V A1 1=   (1), όπου Α το εμβαδόν της επιφάνειας του εμβόλου.

Έστω p2 η πίεση και V2 ο όγκος του αερίου Β που υπάρχει στο δεξιό μέρος του δοχείου. Είναι:

V A2 2=   (2).

Επειδή το έμβολο ισορροπεί, ισχύει: p1 = p2.

Από την καταστατική εξίσωση για το ιδανικό αέριο Α έχουμε: p1V1 = n1RT 

ή λόγω της σχέσης (1): p A
m

M
RT

A

1 1 =  (3).

Από την καταστατική εξίσωση για το ιδανικό αέριο B έχουμε: p2V2 = n2RT 

ή λόγω της σχέσης (2): p A
m

M
RT

B

2 2 =  (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (4) προκύπτει: 




1

2

=
M

MA

Β   ή   2 116= .

61. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω T η απόλυτη θερμοκρασία του δοχείου. Έστω p1 η πίεση και V1 ο όγκος του αερίου που 
βρίσκεται στο αριστερό μέρος του δοχείου. Από την καταστατική εξίσωση για το αέριο που 
βρίσκεται στο αριστερό μέρος του δοχείου έχουμε:

p1V1 = n1RT  ή  p1AL1 = n1RT  ή  p
n RT

AL
1

1

1

=  (1), όπου Α το εμβαδόν της επιφάνειας του εμβόλου.

Έστω n2 τα mol, p2 η πίεση και V2 ο όγκος του αερίου που βρίσκεται στο δεξιό μέρος του δο-
χείου. Από την καταστατική εξίσωση για το αέριο που βρίσκεται στο δεξιό μέρος του δοχείου 

έχουμε: p2V2 = n2RT  ή  p2AL2 = n2RT  ή  p
n RT

AL
2

2

2

=  (2).

Επειδή το έμβολο ισορροπεί, ισχύει: p1 = p2
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ή λόγω των σχέσεων (1) και (2): 
n RT

AL

n RT

AL

1

1

2

2

=   ή  
n

n

L

L

1

2

1

2

=   ή  
n

n

1

2

3

2
=   ή  n1 = 1,5n2 (3).

Τα ολικά mol nολ του αερίου και στα δύο μέρη του δοχείου είναι nολ = 2 mol. Είναι:

nολ = n1 + n2  ή λόγω της σχέσης (3): nολ = 2,5n2  ή  n2 = 0,8 mol.

Από τη σχέση (3), για n2 = 0,8 mol, προκύπτει: n1 = 1,2 mol.

62. Σωστή επιλογή είναι η α.

Οι δυνάμεις που ασκούνται στο έμβολο στην οριζόντια 
διεύ θυνση είναι η δύναμη 



Fαερ  από το αέριο και η δύναμη 


Fατµ  από την ατμόσφαιρα, όπως απεικονίζεται στο διπλα-
νό σχήμα.

Επειδή το έμβολο ισορροπεί, ισχύει:

Σ
 

F = 0   ή  F Fαερ ατµ− = 0   ή  Fαερ = Fατμ  ή  pA = pατμΑ  ή  p = pατμ.

63. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω p η πίεση του αερίου και pατμ η ατμοσφαιρική πίεση. Οι δυνάμεις που 
ασκούνται στο έμβολο στη θέση ισορροπίας του είναι: το βάρος του w,  η 
δύναμη 



Fαερ  από το αέριο και η δύναμη 


Fατµ  από την ατμόσφαιρα, όπως 
απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα.

Επειδή το έμβολο ισορροπεί, ισχύει:

Σ
 

F = 0   ή  F w Fατµ αερ− − = 0   ή  F F wαερ ατµ= −   ή  
F F wαερ ατµ

Α Α Α
= −   

ή  p p
w

= −ατµ Α
.

Επομένως, στη θέση ισορροπίας του εμβόλου η πίεση του αερίου είναι μικρότερη από την 
ατμοσφαιρική πίεση.

64. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω p η πίεση του αερίου και pατμ η ατμοσφαιρική πίεση. Οι δυνάμεις που ασκούνται στο 
έμβολο στη θέση ισορροπίας του είναι: το βάρος του w,  η δύναμη 



Fαερ  από το αέριο και η 
δύναμη 



Fατµ  από την ατμόσφαιρα, όπως απεικονίζεται στο επόμενο σχήμα.

FαερFατμ

Fαερ

w

Fατμ
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Επειδή το έμβολο ισορροπεί, ισχύει:

Σ
 

F = 0   ή  F F wαερ ατµ− − = 0   ή  Fαερ = Fατμ + w  ή  
F F wαερ ατµ

Α Α Α
= +   

ή  p p
w

= +ατµ Α
.

Επομένως, στη θέση ισορροπίας του εμβόλου η πίεση του αερίου είναι 
μεγαλύτερη από την ατμοσφαιρική πίεση.

65. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω pA η αρχική πίεση του αερίου. Είναι: pA = 1 atm.

Έστω pB η τελική πίεση του αερίου είναι: pB = 2 atm.

Έστω VA και VB ο αρχικός και ο τελικός όγκος του αερίου αντίστοιχα. Η μεταβολή που υφί-
σταται το αέριο είναι ισόθερμη. Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη μεταβολή έχουμε:

pAVA = pBVB  ή  VA = 2VB.

Έστω m μάζα του αερίου. Η αρχική πυκνότητα ρΑ του αερίου δίνεται από τη σχέση:

ρΑ =
m

VA

 (1).

Η τελική πυκνότητα του αερίου δίνεται από τη σχέση: ρΒ
Β

=
m

V
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) προκύπτει: 
ρ
ρ
Α

Β

Β=
V

VA

  ή  
ρ
ρ
Α

Β

=
1

2
  ή  ρΒ = 2ρΑ.

66. Σωστή επιλογή είναι η α.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι η πυκνότητα του αερίου παραμένει σταθερή κατά τη 

διάρκεια της μεταβολής ΑΒ. Η πυκνότητα του αερίου δίνεται από τη σχέση: ρ = m

V
 (1),

όπου m η μάζα του αερίου και V ο όγκος του. Επειδή η μάζα του αερίου είναι σταθερή και η 
πυκνότητα του αερίου διατηρείται σταθερή κατά τη μεταβολή ΑΒ, από τη σχέση (1) προκύπτει 
ότι ο όγκος του αερίου παραμένει σταθερός κατά τη μεταβολή ΑΒ. Επομένως, η μεταβολή ΑΒ 
είναι ισόχωρη μεταβολή. 

Έστω pA και pB η πίεση του αερίου στην κατάσταση Α και Β αντίστοιχα. Από το δοθέν διάγραμ-
μα προκύπτει ότι pA < pB.

Έστω TA και TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Α και Β αντίστοιχα. Από 
τον νόμο του Charles για την ισόχωρη μεταβολή ΑΒ έχουμε:

Fαερ

w

Fατμ
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p pΑ

Α

Β

ΒΤ Τ
=   ή  

p
p
Α

Β

Α

Β

Τ
Τ

=  (2).

Επειδή είναι pA < pB, από τη σχέση (2) προκύπτει ότι: ΤΑ < ΤΒ (3).

Έστω ΚΑ  η μέση μεταφορική κινητική ενέργεια των μορίων του αερίου στην κατάσταση Α. 

Είναι: ΚΑ =
3

2
kTA  (4).

Έστω ΚB  η μέση μεταφορική κινητική ενέργεια των μορίων του αερίου στην κατάσταση B. 

Είναι: ΚB BkT=
3

2
 (5).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (4) και (5) έχουμε: 
Κ
Κ

Τ
Τ

Α

Β

Α

Β

=  

ή λόγω της σχέσης (3): 
Κ
Κ

Α

Β

< 1   ή  K KB A> .

67. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Σε μια ισόθερμη εκτόνωση ορισμένης ποσότητας ιδανικού αερίου, η απόλυτη θερμοκρασία Τ 
του αερίου παραμένει σταθερή.

Η μέση μεταφορική κινητική ενέργεια των μορίων του αερίου δίνεται από τη σχέση:

Κ =
3

2
kT  (1).

Επειδή η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου παραμένει σταθερή, από τη σχέση (1) προκύπτει ότι 
η μέση μεταφορική κινητική ενέργεια των μορίων του αερίου σε μια ισόθερμη εκτόνωση 
παραμένει σταθερή.

68. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω TA η αρχική και TB η τελική απόλυτη θερμοκρασία του αερίου. Είναι: TB > TA (1).

Έστω ΚΑ  η αρχική μέση μεταφορική κινητική ενέργεια των μορίων του αερίου και ΚΒ  η τελι-
κή μέση μεταφορική κινητική ενέργεια των μορίων του αερίου. Είναι:

ΚΑ =
3

2
kTA  (2)  και  ΚB BkT=

3

2
 (3).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (3) έχουμε: 
Κ
Κ

Τ
Τ

Α

Β

Α

Β

=  

ή λόγω της σχέσης (1): 
Κ
Κ

Α

Β

< 1   ή  K KB A> .
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69. Σωστή επιλογή είναι η β.

Είναι: Κ =
3

2
kT  (1).

Έστω ′T  η νέα απόλυτη θερμοκρασία του αερίου και ′Κ  η νέα μέση μεταφορική κινητική 

ενέργεια των μορίων του αερίου ′ =( )Κ 2K .  Είναι: ′ = ′Κ
3

2
kT  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) έχουμε:

′ = ′Κ
Κ

Τ
Τ

  ή  ′ =
Τ
Τ

2   ή  ′ =T T2 .

70. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω pA η πίεση, VA ο όγκος και TA η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην αρχική του κατά-
σταση Α. Έστω pB η πίεση, VB ο όγκος και ΤΒ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην τελική 
του κατάσταση Β. Είναι: VB = 4VA.

Έστω ΚΑ  και ΚΒ  η μέση μεταφορική κινητική ενέργεια των μορίων του αερίου στην αρχική 
του κατάσταση Α και στην τελική του κατάσταση Β αντίστοιχα. Είναι:

Κ ΚΒ Α= 4   ή  3

2
4

3

2
kT kTB A=   ή  TB = 4TA.

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Α έχουμε:

pAVA = nRTA (1).

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση B έχουμε:

pBVB = nRTB (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:

p V

p V

TA

B

AΑ

Β ΒΤ
=   ή  

p V

p V

TA A

A

Α

Β Α Τ4 4
=   ή  pB = pA.

71. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω T η αρχική και ′T  η τελική απόλυτη θερμοκρασία του αερίου. Είναι: ′ =T 2Τ.  

Έστω Κ  η αρχική μέση μεταφορική κινητική ενέργεια των μορίων του αερίου. Είναι:

Κ =
3

2
kT  (1).

Έστω ′Κ  η τελική μέση μεταφορική κινητική ενέργεια των μορίων του αερίου. Είναι:

′ = ′Κ
3

2
kT  (2).
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Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) έχουμε:

′ = ′Κ
Κ Τ

T   ή  ′ =
Κ
Κ

2   ή  ′ =K K2 .

72. Σωστή επιλογή είναι η α.

Εφόσον η πίεση του αερίου είναι συνεχώς ίση με την ατμοσφαιρική πίεση, η μεταβολή ΑΒ που 
εκτελεί το αέριο είναι ισοβαρής μεταβολή. Έστω VA ο όγκος και TA η απόλυτη θερμοκρασία 
του αερίου στην κατάσταση Α και VB ο όγκος και TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην 
κατάσταση Β. Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ έχουμε:

V

T

VA

A

B=
ΤΒ

  ή  
Α

Τ
L

T

ALA

A

B

B

=   ή  ΤB

A B

A

T L

L
=   ή  TB = 2TA.

Έστω ΚΑ  η μέση κινητική ενέργεια των μορίων του αερίου στην κατάσταση Α. Είναι:

ΚΑ =
3

2
kTA  (1).

Έστω ΚΒ  η μέση κινητική ενέργεια των μορίων του αερίου στην κατάσταση Β. Είναι:

ΚΒ Β=
3

2
kT  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
Κ
Κ

Τ
Τ

Α

Β

Α

Β

=   ή  
K
K
A

B

= 0 5, .
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73. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 1.

α. Ισόχωρη μεταβολή.

p

T
= σταθ.,  για V = σταθ. (Νόμος του Charles).

β. p N m2
5 28 10= ⋅ / .

γ. 

 V (m3)

V (m3)p (N / m2)

B

A
105�2

1000 0 040010−3�4

10−3�4

105�8

A

B

p (N / m2)

105�2

105�8

T
 
(K)

BA

100 400 T
 
(K)

74. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 2.

α. Ισοβαρής μεταβολή.

V

T
= σταθ.,  για p = σταθ. (Νόμος του Gay – Lusssac).

β. T2 = 600 K.

γ. 

 
0 0

p (atm) V (L)

V (L)

A B

300 600 T
 
(K)

A

B

300

4

2

600 T
 
(K)

1

0

p (atm)

A B

2 4

1
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75. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 3.

α. Ισόθερμη μεταβολή.

pV = σταθ., για T = σταθ. (Νόμος του Boyle).

β. p N m2
5 26 10= ⋅ / .

γ. 

 

V (m3)

500

A

B

T
 
(K)V (m3)

p (N / m2)

B

A
105�3

10−3�2

10−3�2

10−3�4

10−3�4105�6

p (N / m2)

105�3

105�6

500

Β

Α

T
 
(K)

0 0 0

76. α. Εφόσον ο όγκος του δοχείου είναι σταθερός και η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου 
μειώνεται, η μεταβολή που υφίσταται το αέριο είναι ισόχωρη ψύξη. Η ισόχωρη μεταβολή πε-
ριγράφεται από τον νόμο του Charles, ο οποίος διατυπώνεται ως εξής:

Η πίεση ορισμένης ποσότητας αερίου του οποίου ο όγκος διατηρείται σταθερός είναι ανάλογη 
με την απόλυτη θερμοκρασία του.

β. Έστω p2 η τελική πίεση του αερίου. Από τον νόμο του Charles έχουμε:

p p1

1

2

2Τ Τ
=   ή  p

p T

T
2

1 2

1

=   ή  p2 = 1 atm.

γ. Στο ακόλουθο σχήμα απεικονίζονται τα ζητούμενα διαγράμματα p V− ,  V T−  και p − Τ.  

 V

V

Α

Β
B

A

p p

T

AB

T

p
1

p
2

V1

V1

Τ2 Τ1 Τ2 Τ1

p
1

p
2
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77. α. Έστω T η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου. Από την καταστατική εξίσωση των ιδανι-
κών αερίων για την κατάσταση Α έχουμε:

pAVA = nRTA  ή  T
p V

nR
A

A A=   ή  TA = 300 K.

β. Έστω VB ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Β. Είναι: VB = 2VA  ή  V mB = ⋅ −6 10 3 3.

Έστω pB η πίεση του αερίου στην κατάσταση Β. Από τον νόμο του Boyle έχουμε:

pAVA = pBVB  ή  p
p V

V
B

A A

B

=   ή  pB = 105 N/m2.

γ. Στο ακόλουθο σχήμα απεικονίζονται τα ζητούμενα διαγράμματα p V− ,  V T−  και p − Τ.  

 

V (m3)

300

A

B

T
 
(K)V (m3)

p (N / m2)

A

B
105

10−3�3

10−3�3

10−3�6

10−3�6105�2

105

105�2

p (N / m2)

300

Β

Α

T
 
(K)

0 0 0

78. α. Εφόσον η πίεση του αερίου διατηρείται σταθερή, η μεταβολή που υφίσταται το αέριο 
είναι ισοβαρής. Η μαθηματική διατύπωση του νόμου που περιγράφει την ισοβαρή μεταβολή 
είναι:

V

T
= σταθ.,  για p = σταθ. (Νόμος του Gay – Lussac).

β. Έστω p η πίεση του αερίου. Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων έχουμε:

pV1 = nRT1  ή  p
nRT

V
= 1

1

  ή  p1 = 105 N/m2.

γ. Έστω T2 η τελική απόλυτη θερμοκρασία του αερίου. Από τον νόμο του Gay – Lussac έχουμε:

V V1

1

2

2Τ Τ
=   ή  T

V T

V
2

2 1

1

=   ή  T2 = 600 K.

δ. Στο επόμενο σχήμα απεικονίζονται τα ζητούμενα διαγράμματα p V− ,  V T−  και p − Τ.  
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p (N / m2) p (N / m2)

A

B

200 600 T
 
(K)

A B

2
0 0 0

6

2

6

V
 
(L)

V
 
(L)

A B

200 600 T
 
(K)

105
105

79. α. Παρατηρούμε ότι στο δοθέν διάγραμμα η ευθεία ΑΒ διέρχεται από την αρχή των αξό-
νων. Επομένως, από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι η πίεση του αερίου κατά τη διάρκεια 
της μεταβολής ΑΒ μεταβάλλεται ανάλογα με την απόλυτη θερμοκρασία του. Συνεπώς, η μετα-
βολή ΑΒ που εκτελεί το αέριο είναι ισόχωρη θέρμανση.

β. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι η πίεση του αερίου στην κατάσταση Α είναι 
p N mΑ = ⋅3 105 2/  και η απόλυτη θερμοκρασία του στην ίδια κατάσταση είναι TA = 300 K.

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Α έχουμε:

pΑVΑ = nRTΑ  ή  V
nRT

p

A

A

Α =   ή  V mA = ⋅ −3 10 3 3.

γ. Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη μεταβολή ΑΒ έχουμε:

p pΑ

Α

Β

ΒΤ Τ
=   ή  p mB = ⋅6 105 2Ν / .

δ. Στο διάγραμμα του ακόλουθου σχήματος απεικονίζεται το ζητούμενο διάγραμμα p V− .

 V (m3)10−3�3

105�6

105�3

p (N / m2)

A

0

B

80. α. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου κατά τη 
διάρ κεια της μεταβολής ΑΒ παραμένει σταθερή: T = 200 K. Επομένως, η μεταβολή ΑΒ είναι 
ισόθερμη. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ακόμη ότι η πίεση του αερίου κατά τη διάρκεια 



Απαντήσεις – Λύσεις θεµάτων

310

της ισόθερμης μεταβολής ΑΒ μειώνεται. Σύμφωνα με τον νόμο του Boyle, για την ισόθερμη 
μεταβολή, η πίεση του αερίου είναι αντιστρόφως ανάλογη με τον όγκο του. Επομένως, εφόσον 
η πίεση του αερίου μειώνεται κατά τη διάρκεια της ισόθερμης μεταβολής ΑΒ, ο όγκος του αυ-
ξάνεται. Συνεπώς, η μεταβολή ΑΒ χαρακτηρίζεται ως ισόθερμη εκτόνωση.

β. Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη μεταβολή ΑΒ έχουμε:

pAVA = pBVB  ή  V mB = ⋅ −8 10 3 3.

γ. Έστω ρΒ η πυκνότητα του αερίου στην κατάσταση Β. Είναι: ρΒ
Β

=
m

V
  ή  ρΒ = 100 kg/m3.

δ. Στο ακόλουθο σχήμα απεικονίζονται τα ζητού μενα διαγράμματα p V−  και V T− .  

 V (m3)

V (m3)p (atm)

A

BA

200 T
 
(K)

B

0 0
10−3�2 10−3�8

10−3�2

10−3�80,8

0,2

81. α. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι ο όγκος του αερίου είναι ανάλογος της απόλυτης 
θερμοκρασίας του (η ευθεία ΑΒ διέρχεται από την αρχή των αξόνων). Επομένως, η μεταβολή 
ΑΒ είναι ισοβαρής. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ακόμη ότι ο όγκος και η απόλυτη θερ-
μοκρασία του αερίου μειώνονται κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΑΒ. Συνεπώς, η μεταβολή 
ΑΒ είναι ισοβαρής συμπίεση – ψύξη.

β. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Α είναι 
V mΑ = ⋅ −6 10 3 3  και η απόλυτη θερμοκρασία του στην ίδια κατάσταση είναι TA = 300 K. 

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Α έχουμε:

pΑVΑ = nRTΑ  ή  p
nRT

V
A

A=
Α

  ή  pA = 105 N/m2.

Έστω m η μάζα του αερίου. Είναι:

n
m

M
=   ή  m = nM  ή  m kg= ⋅ −0 96 10 3, .
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Έστω ρΑ η πυκνότητα του αερίου στην κατάσταση Α. Είναι: ρA

m

V
=

Α

  ή  ρΑ = 0,16 kg/m3.

γ. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση 
Β είναι TB = 100 K.

Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ έχουμε:

V V�

�

�

�� �
�   ή  V

V T

T
B

A B

A

=   ή  V mB = ⋅ −2 10 3 3 .

δ. Στο διάγραμμα του διπλανού σχήματος απεικονίζεται γραφικά η πίεση του αερίου σε συνάρ-
τηση με τον όγκο του κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΑΒ.

p (N / m2)

B

0

A
105

V (m3)10−3�2 10−3�6

82. α. Έστω TA η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Α. Είναι:

TA = (θΑ + 273)Κ  ή  TA = 300 K.

Ο αριθμός n των mol του ιδανικού αερίου υπολογίζεται από τη σχέση:

pAV = nRTA  ή  n
p V

RT

A=    ή  n = 0,2 mol.

β. Έστω m η μάζα του αερίου. Είναι: n
m

M
=   ή  m kg= ⋅ −0 4 10 3, .

Έστω ρ η πυκνότητα του αερίου. Είναι: ρ = m

V
  ή  ρ = 0,048 kg/m3.

γ. Έστω TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Είναι:

TΒ = (θΒ + 273)Κ  ή  TΒ = 400 K.

Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη μεταβολή ΑΒ έχουμε:

p

T

p

T

A

A

B

B

=   ή  p
p T

T
B

A B

A

=   ή  p N mB = ⋅0 8 105 2, / .
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δ. Στο ακόλουθο σχήμα απεικονίζεται το ζητούμενο διά γραμμα p − Τ  για τη μεταβολή ΑΒ του 
αερίου.

 300 400 T
 
(K)

p (N / m2)

B

A

0

105�0,8

105�0,6

83. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 4.

α. ΑΒ: Ισόθερμη εκτόνωση, ΒΓ: Ισόχωρη ψύξη. 

β. V mB = ⋅ −8 10 3 3. γ. p m = ⋅2 105 2Ν / .

δ. 

     

V (m3)

V (m3)

p (N / m2)

Α

Γ

Β
105�4

105�2

10−3�810−3�4

10−3�8

10−3�4

105�8

300 600 T
 
(K)

p (N / m2)

Α

Γ

0 0

0

Β105�4

105�2

105�8

300 600 T
 
(K)

Α

Γ Β
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84. α. Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ έχουμε:

V

T

V

T

A

A

B

B

=   ή  V
V T

T
B

A B

A

=   ή  VB = 3 L.

β. Έστω pB η πίεση του αερίου στην κατάσταση Β. Επειδή η μεταβολή ΑΒ του αερίου είναι 
ισοβαρής, ισχύει:

pΒ = pA  ή  pΒ = 1,5 atm.

Έστω TΓ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Γ. Επειδή η μεταβολή ΓΑ είναι 
ισόθερμη, ισχύει:

TΓ = ΤA  ή  TΓ = 200 Κ.

Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη μεταβολή ΒΓ έχουμε:

p

T

p

T

B

B

= Γ

Γ

  ή  p
p T

T
Γ

Β Γ

Β

=   ή  pΓ = 0,5 atm.

γ. Στο ακόλουθο σχήμα απεικονίζονται τα ζητούμενα διαγράμματα p V− ,  p − Τ  και V T− .  

    

V (L)

V (L)

p (atm)
Α

Γ

Β

0,5

1,5

1
0

0

0
3 200 600 T

 
(K)

p (atm)
Α

Γ

Β

0,5

1,5

200 600 T
 
(K)

Γ

A

Β

1

3

85. α. Επειδή κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΑΒ η πίεση του αερίου παραμένει σταθερή, η 
μεταβολή ΑΒ είναι ισοβαρής θέρμανση. Επειδή κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΒΓ η θερμο-
κρασία του αερίου παραμένει σταθερή, η μεταβολή ΒΓ είναι ισόθερμη συμπίεση.
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β. Έστω TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Από τον νόμο του Gay – 
Lussac για την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ έχουμε: 

V

T

V

T

A

A

B

B

=   ή  ΤB = 600 Κ.

γ. Επειδή η μεταβολή ΑΒ είναι ισοβαρής ισχύει:

pB = pA  ή  p N mB = ⋅4 105 2/ .

Έστω pΓ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Γ. Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη 
μεταβολή ΒΓ έχουμε:

pBVB = pΓVΓ  ή  p N m = ⋅8 105 2/ .

δ. Στο ακόλουθο σχήμα απεικονίζονται τα ζητούμενα διαγράμματα p V− ,  p − Τ  και V T− .  

    

V (m3)

V (m3)

p (N / m2)

Α

Γ

Β105�4

10−3�410−3�2

10−3�4

10−3�2

105�8

300 600 T
 
(K)

300 600 T
 
(K)

Α

0

0

p (N / m2)

Α

Γ

Β105�4

105�8

0

Γ

Β

86. α. Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Α έχουμε:

pAVA = nRTA  ή  V mA = −10 3 3.

β. Έστω pB η πίεση του αερίου στην κατάσταση Β. Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη 
μεταβολή ΑΒ έχουμε:
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pAVA = pBVB  ή  p
p V

V
B

A A

B

=   ή  p
p

B

A=
2

  ή  pB = 105 N/m2.

γ. Έστω TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Επειδή η μεταβολή ΑΒ 
είναι ισόθερμη, ισχύει:

TB = TA  ή  TB = 400 K.

Έστω pΓ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Γ. Επειδή η μεταβολή ΓΑ είναι ισοβαρής, ισχύει:

pΓ = pΑ  ή  p N mΓ = ⋅2 105 2/ .

Έστω TΓ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Γ. 

Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη μεταβολή ΒΓ έχουμε:

p

T

p

T

B

B

= Γ

Γ

   ή  ΤΓ
Γ Β

Β

=
p T

p
  ή  TΓ = 800 K.

δ. Στο ακόλουθο σχήμα απεικονίζεται το ζητούμενο διάγραμμα p V− .  

    V (m3)

p (N / m2)

A

B

Γ

105

10−3 10−3�2

105�2

87. α. Έστω VB ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Β. Είναι:

VB = 2VA  ή  VB = 8 L  ή  V mB � � �8 10 3 3.

Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη μεταβολή ΑΒ έχουμε:

pAVA = pBVB  ή  p
p V

V
B

A A

B

=   ή  p N mB = ⋅4 105 2/ .

β. Έστω TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Επειδή η μεταβολή ΑΒ 
είναι ισόθερμη ισχύει:

TB = TA  ή  TB = 600 K.

Έστω VΓ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Γ. Επειδή η μεταβολή ΓΑ είναι ισόχωρη, ισχύει:

VΓ = VA  ή  VΓ = 4 L.
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Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισοβαρή μεταβολή ΒΓ έχουμε:

V

T

V

T

Β

Β

Γ

Γ

=   ή  T
V T

V
Γ

Γ Β

Β

=   ή  ΤΓ = 300 Κ.

γ. Στο ακόλουθο σχήμα απεικονίζονται τα ζητούμενα διαγράμματα p V−  και p T− .  

    
0 4 8 V (L)

p (N / m2)

A

BΓ

105�8

105�4

0

p (N / m2)

105�8

105�4

300 600 T
 
(K)

Γ B

A

88. α. Έστω TA η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Α. Από την καταστατική 
εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Α έχουμε:

pAVA = nRTA  ή  T
p V

nR

A A

Α =   ή  TA = 400 K.

β. Έστω TΒ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Από τον νόμο του Gay – 

Lussac για τη μεταβολή AB έχουμε: 
V

T

V

T

A

A

B

B

=   ή  TB = 800 K.

γ. Έστω pB η πίεση του αερίου στην κατάσταση Β. Επειδή η μεταβολή ΑΒ είναι ισοβαρής, 
 ισχύει: pΒ = pΑ  ή  p mB = ⋅2 105 2Ν/ .

Έστω TΓ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Γ. Είναι: T
TB

Γ =
2

  ή  TΓ = 400 K.

Έστω pΓ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Γ. Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη 

μεταβολή ΒΓ έχουμε: 
p pB

Τ ΤΒ

Γ

Γ

=   ή  p
p

Γ
Β Γ

Β

Τ
Τ

=   ή  pΓ = 105 N/m2.

δ. Έστω VΓ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Γ. Επειδή η μεταβολή ΒΓ είναι ισόχωρη, 
 ισχύει:

VΓ = VB  ή  V mΓ = ⋅ −8 10 3 3.

Έστω VΔ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Δ. Επειδή η μεταβολή ΔΑ είναι ισόχωρη, ισχύει:

VΔ = VΑ  ή  V m∆ = ⋅ −4 10 3 3.
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Έστω ΤΔ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Δ. Από τον νόμο του Gay – 
Lussac για την ισοβαρή μεταβολή ΓΔ έχουμε:

V

T

V

T

Γ

Γ

∆

∆

=   ή  T
V T

V
∆

∆ Γ

Γ

=   ή  TΔ = 200 K.

ε. Στο ακόλουθο σχήμα απεικονίζονται τα ζητούμενα διαγράμματα p V− ,  p − Τ . 

    
0

p (N / m2)

A B

Δ Γ

105�2

105

105�2

105

0

p (N / m2)

200 400 T
 
(K)800

Γ
Δ

BA

V (m3)10−3�810−3�4

89. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 6.

α. p N m= ⋅1 2 105 2, / .          β. V m1
4 33 10= ⋅ − .          γ. V m2

4 34 10= ⋅ − .          δ. Δh = 0,1 m.

90. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 6.

α. p N m= ⋅1 05 105 2, / . β. V m2
3 36 10= ⋅ − . γ. Δh = 0,25 m.

91. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 7.

α. p1 = 105 N/m2, V m1
4 316 10= ⋅ − .    β. Fαερ = 800 Ν.    γ. p atm2

50 5 10= ⋅, .    δ.  2 0 4= , m .

92. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 8.

α. T1 = 200 K.          β. K J1
214 14 10= ⋅ −, .          γ. Τ2 = 800 Κ.          δ. K J2

2116 56 10= ⋅ −, .

93. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 9.

α. T1 = 300 K.          β. K J1
216 21 10= ⋅ −, .          γ. Τ2 = 100 Κ.          δ. K J2

212 07 10= ⋅ −, .



Απαντήσεις – Λύσεις θεµάτων

318

94. α. Έστω T1 η αρχική απόλυτη θερμοκρασία του αερίου. Από την καταστατική εξίσωση των 
ιδανικών αερίων έχουμε:

p1V = nRT1  ή  p V
m

M
RT1 1=   ή  p

mRT

VM
1

1=   ή  p
RT

M
1

1=
ρ

  ή  T
p

R
1

1=
Μ

ρ
  ή  T1 = 300 K.

β. Έστω Κ1  η αρχική μέση μεταφορική κινητική ενέργεια των μορίων του αερίου. Είναι:

Κ1 1

3

2
= kT   ή  K J1

216 21 10= ⋅ −, .

γ. Έστω T2 η τελική απόλυτη θερμοκρασία του αερίου και Κ2  η τελική μέση μεταφορική κινη-
τική ενέργεια των μορίων του. Είναι:

Κ Κ2 14=   ή  3

2
4

3

2
2 1kT kT=   ή  T2 = 4T1  ή  T2 = 1.200 K.

δ. Επειδή ο όγκος του δοχείου είναι σταθερός, η μεταβολή που εκτελεί το αέριο είναι ισόχωρη. 
Έστω p2 η τελική πίεση του αερίου. Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη μεταβολή έχου-

με: 
p p1

1

2

2Τ Τ
=   ή  p m2

5 24 10= ⋅ Ν / .

95. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 10.

α. TB = 600 K. β. 
K
K
B

A

= 3. γ. pΓ = 105 Ν/m2.

δ. 

     0

p (N / m2)
A B

Γ

105�6

105

V (m3)10−3�1210−3�4

96. α. Έστω TA η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Α. Από την καταστατική 
εξίσωση των ιδανικών αερίων στην κατάσταση Α έχουμε:

pAVA = nRTA  ή  TA = 300 K.
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β. Έστω VB ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Β. Είναι: VB = 2VA  ή  V mΒ = ⋅ −6 10 3 3.

Έστω pB η πίεση του αερίου στην κατάσταση Β. Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη 
μεταβολή ΑΒ έχουμε:

pAVA = pΒVΒ  ή  p
p V

V

A

B

Β
Α=   ή  pB = 105 N/m2.

γ. Έστω ΤΒ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Επειδή η μεταβολή ΑΒ 
είναι ισόθερμη, ισχύει:

ΤΒ = ΤΑ  ή  ΤΒ = 300 Κ.

Η ζητούμενη μεταβολή ∆Κ  υπολογίζεται από τη σχέση:

∆Κ Κ ΚΒ Α= −   ή  ∆Κ Β Α= −
3

2

3

2
kT kT   ή  K = 0.

δ. Έστω TΓ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Γ και ΚΓ  η μέση μεταφορική 
κινητική ενέργεια των μορίων του αερίου στην ίδια κατάσταση. Είναι:

Κ
Κ

Γ
Β=

2
  ή  3

2

1

2

3

2
kT kTΓ Β=   ή  T

T
Γ

Β=
2

  ή  TΓ = 150 K.

Έστω VΓ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Γ. Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισο-
βαρή μεταβολή ΒΓ έχουμε:

V VB

Τ ΤΒ

Γ

Γ

=   ή  V
V

Γ
Β Γ

Β

Τ
Τ

=   ή  V m = ⋅ −3 10 3 3.

ε. Στο ακόλουθο σχήμα απεικονίζεται το ζητούμενο διάγραμμα p V− .

    0 V (m3)

p (N / m2)

A

BΓ105

10−3�610−3�3

105�2
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97. α. Έστω TA η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Α. Είναι:

pAVA = nRTA  ή  TA = 200 K.

β. Έστω TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Έστω ΚΑ  και ΚΒ  η μέση 
μεταφορική κινητική ενέργεια των μορίων του αερίου στις καταστάσεις Α και Β αντίστοιχα. 

Είναι: Κ ΚΒ Α= 3   ή  3

2
3

3

2
kT kTB A=   ή  TB = 3TA  ή  TB = 600 K.

Έστω pB η πίεση του αερίου στην κατάσταση Β. Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη 

μεταβολή ΑΒ έχουμε: 
p

T

p

T

A

A

B

B

=   ή  p
p T

T
B

A B

A

=   ή  p N mB = ⋅6 105 2/ .

γ. Επειδή η μεταβολή ΑΒ είναι ισόχωρη, ισχύει: VB = VA  ή  V mB = ⋅ −4 10 3 3 .

Έστω VΓ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Γ. Είναι: V
VB

Γ =
2

  ή  V mΓ = ⋅ −2 10 3 3.

Έστω pΓ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Γ. Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη με-

ταβολή ΒΓ έχουμε: pBVB = pΓVΓ  ή  p
p V

V

B

Γ
Β

Γ

=   ή  p N m = ⋅12 105 2/ .

δ. Έστω TΓ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Γ. Επειδή η μεταβολή ΒΓ είναι 
ισόθερμη, ισχύει: TΓ = TΒ  ή  TΓ = 600 K.

Έστω TΔ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Δ. Επειδή η μεταβολή ΔΑ είναι 
ισόθερμη, ισχύει: TΔ = TΑ  ή  TΔ = 200 K.

Έστω pΔ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Δ. Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη 
μεταβολή ΓΔ έχουμε: 

p

T

p

T

Γ

Γ

∆

∆

=   ή  p
p T

T
∆

Γ ∆

Γ

=   ή  p N m = ⋅4 105 2/ .

ε. Στο διπλανό σχήμα απεικονίζεται το ζητούμενο διά­
γραμ μα p V− .  

V (m3)

p (N / m2)

A

B

Γ

Δ

10−3�410−3�2

105�6

105�12

105�4

105�2

0



Κεφάλαιο 4ο: Κινητική θεωρία των αερίων

321

98. α. Έστω TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Είναι:

TΒ
ΑΤ=

3
  ή  TB = 200 K.

Έστω VB ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Β. Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισό-

βαρη μεταβολή ΑΒ έχουμε: 
V

T

V

T

A

A

B

B

=   ή  V
V T

T
B

A B

A

=   ή  VB = 2 L.

β. Έστω pΒ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Β. Επειδή η μεταβολή ΑΒ είναι ισοβαρής, 
ισχύει: pB = pΑ  ή  pB = 4 atm.

Έστω pΓ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Γ. Είναι: p
p

Γ
Β=

2
  ή  pΓ = 2 atm.

Έστω TΓ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Γ. Από τον νόμο του Charles για 

την ισόχωρη μεταβολή ΒΓ έχουμε: 
p

T

p

T

B

B

= Γ

Γ

  ή  ΤΓ = 100 Κ.

γ. Έστω VΓ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Γ. Επειδή η μεταβολή ΒΓ είναι ισόχωρη, ισχύει:

VΓ = VΒ  ή  VΓ = 2 L.

Έστω TΔ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Δ. Επειδή η μεταβολή ΔΑ είναι 
ισόθερμη ισχύει: ΤΔ = ΤΑ  ή  ΤΔ = 600 Κ.

Έστω VΔ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Δ. Από τον νόμο του Gay – Lussac για τη μετα-

βολή ΓΔ έχουμε: 
V

T

V

T

Γ

Γ

∆

∆

=   ή  V
V T

T
∆

Γ ∆

Γ

=   ή  VΔ = 12 L.

δ. Στο ακόλουθο σχήμα απεικονίζεται το ζητούμενο διάγραμμα p V− .

V (L)

p (atm)

Α

Γ

Β

2

4

2 6 12

Δ

0

99. α. Επειδή ο όγκος του αερίου παραμένει σταθερός κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΑΒ, η 
μεταβολή ΑΒ είναι ισόχωρη θέρμανση. Επειδή η πίεση του αερίου παραμένει σταθερή κατά 
τη διάρκεια της μεταβολής ΒΓ, η μεταβολή ΒΓ είναι ισοβαρής εκτόνωση. Επειδή η θερμο-
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κρασία του αερίου παραμένει σταθερή κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΓΔ, η μεταβολή ΓΔ 
είναι ισόθερμη συμπίεση.

β. Έστω TΒ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Είναι:

ΤΒ = 2ΤΑ  ή  ΤΒ = 600 Κ.

Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη μεταβολή ΑΒ έχουμε:

p

T

p

T

Α

Α

Β

Β

=   ή  p
p T

T
Β

Α Β

Α

=   ή  pB = 4 atm.

γ. Έστω VB ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Β. Επειδή η μεταβολή ΑΒ είναι ισόχωρη, 
ισχύει: VB = VA  ή  VB = 4 L.

Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισοβαρή μεταβολή ΒΓ έχουμε:

V

T

V

T

Β

Β

Γ

Γ

=   ή  V
V T

T
Γ

Β Γ

Β

=   ή  VΓ = 8 L.

δ. Έστω pΓ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Β. Επειδή η μεταβολή ΒΓ είναι ισοβαρής, 
ισχύει: pΓ = pB  ή  pΓ = 4 atm.

Έστω VΔ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Δ. Είναι: VΔ = VA  ή  VΔ = 4 L.

Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη μεταβολή ΓΔ έχουμε:

pΓVΓ = pΔVΔ  ή  p
p V

V
∆

Γ Γ

∆

=   ή  pΔ = 8 atm.

ε. Έστω ΤΔ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Δ. Επειδή η μεταβολή ΓΔ είναι 
ισόθερμη, ισχύει: ΤΔ = ΤΓ  ή  ΤΔ = 1.200 Κ.

Στο ακόλουθο σχήμα απεικονίζονται τα ζητούμενα διαγράμματα p V− ,  V T−  και p T− .  V (L)

V (L)p (atm)

Α

Δ

ΓΒ

4 8 300 600 1.200 T
 
(K)

Α

Γ

ΔΒ

2

0

4

8

p (atm)

2

4

8

0

4

8

300 600 1.200 T
 
(K)

Α

Γ

Δ

Β

0V (L)

V (L)p (atm)

Α

Δ

ΓΒ

4 8 300 600 1.200 T
 
(K)

Α

Γ

ΔΒ

2

0

4

8

p (atm)

2

4
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0

4

8

300 600 1.200 T
 
(K)

Α

Γ

Δ

Β
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100. α. Έστω TA και TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στις καταστάσεις Α και Β αντί-

στοιχα. Έστω ΚΑ  και ΚΒ  η μέση μεταφορική κινητική ενέργεια των μορίων του αερίου στις 

καταστάσεις Α και Β αντίστοιχα. Είναι: Κ ΚΒ Α= 2   ή  3

2
2

3

2
kT kTB A=   ή  TB = 2TA.

Έστω VB ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Β. Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισο-

βαρή μεταβολή ΑΒ έχουμε: 
V

T

V

T

Α

Α

Β

Β

=   ή  VΒ = 8 L.

β. Έστω pB η πίεση του αερίου στην κατάσταση Β. Επειδή η μεταβολή ΑΒ είναι ισοβαρής, 
ισχύει: pΒ = pΑ  ή  pΒ = 2 atm.

Έστω pΓ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Γ. Είναι: p
p

Γ
Β=

2
  ή  pΓ = 1 atm.

Έστω VΓ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Γ. 

Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη μεταβολή ΒΓ έχουμε: pΒVΒ = pΓVΓ  ή  VΓ = 16 L.

γ. Έστω ΤΓ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Γ. Επειδή η μεταβολή ΒΓ είναι 
ισόθερμη, ισχύει: ΤΓ = ΤΒ  ή  ΤΓ = 2ΤΑ.

Έστω ΤΔ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Δ. Επειδή η μεταβολή ΔΑ είναι 
ισόθερμη, ισχύει: ΤΔ = ΤΑ.

Έστω VΔ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Δ. Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισο-

βαρή μεταβολή ΓΔ έχουμε: 
V

T

V

T

Γ

Γ

∆

∆

=   ή  V
T V

T
∆

∆ Γ

Γ

=   ή  VΔ = 8 L.

δ. Έστω pΔ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Δ. Επει-
δή η μεταβολή ΓΔ είναι ισοβαρής, ισχύει:

pΔ = pΓ  ή  pΔ = 1 atm.

Στο διπλανό σχήμα απεικονίζεται το ζητούμενο διά­
γραμ μα p V− .

101. α. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΑΒ η πίεση 
του αερίου παραμένει σταθερή, ενώ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου αυξάνεται. Συνεπώς, η 
μεταβολή ΑΒ είναι ισοβαρής θέρμανση. 

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΒΓ η πίεση του αε-
ρίου είναι ανάλογη της απόλυτης θερμοκρασίας του (η ευθεία ΒΓ διέρχεται από την αρχή των 

V (L)

p (atm)
Α

Γ

Β

1

2

40 8 16

Δ
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αξόνων), ενώ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου μειώνεται. Συνεπώς, η μεταβολή ΒΓ είναι 
ισόχωρη ψύξη.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ακόμη ότι κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΓΑ η απόλυτη 
θερμοκρασία του αερίου παραμένει σταθερή, ενώ η πίεση του αυξάνεται. Επομένως, η μεταβο-
λή ΓΑ είναι ισόθερμη. Σε μια ισόθερμη μεταβολή ορισμένης ποσότητας αερίου η πίεση του 
μεταβάλλεται αντιστρόφως ανάλογα με τον όγκο του. Συνεπώς, κατά τη διάρκεια της ισόθερ-
μης μεταβολής ΓΑ, ο όγκος του αερίου μειώνεται και η μεταβολή ΓΑ χαρακτηρίζεται ως 
ισόθερμη συμπίεση.

β. Στο διπλανό σχήμα απεικονίζεται το ζητούμενο διάγραμμα 
p V− .  

γ. Έστω TA, TB και TΓ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στις 
καταστάσεις Α, Β και Γ αντίστοιχα. Επειδή η μεταβολή ΓΑ είναι 
ισόθερμη, ισχύει: TΓ = ΤΑ.

Έστω pB και pΓ η πίεση του αερίου στις καταστάσεις Α και Β 
αντίστοιχα. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι:

pB = 4 atm  και  pΓ = 2 atm.

Από τον νόμο του Charles για τη μεταβολή ΒΓ έχουμε:

p

T

p

T

Β

Β

Γ

Γ

=   ή  
p

p

T

T

Β

Γ

Β

Α

=   ή  
T

T

Β

Α

= 2   ή  
T

T

Α

Β

=
1

2
.

Η μέση μεταφορική κινητική ενέργεια ΚΑ  των μορίων του αερίου στην κατάσταση Α δίνεται 

από τη σχέση: ΚΑ =
3

2
kTA  (1).

Η μέση μεταφορική κινητική ενέργεια ΚΒ  των μορίων του αερίου στην κατάσταση Β δίνεται 

από τη σχέση: ΚΒ Β=
3

2
kT  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
Κ
Κ

Α

Β Β

=
T

T

A   ή  
K
K
A

B

=
1
2

.

δ. Έστω VB ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Β. Από τον νόμο του Gay – Lussac για την 

ισοβαρή μεταβολή ΑΒ έχουμε: 
V

T

V

TA

BΑ

Β

=   ή  V
V T

T
B

A

= Α Β   ή  VB = 4 L.

102. α. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΑΒ ο όγκος 
του αερίου μεταβάλλεται ανάλογα με την απόλυτη θερμοκρασία του (η ευθεία ΑΒ διέρχεται 

V

p

A

Γ

Β

0



Κεφάλαιο 4ο: Κινητική θεωρία των αερίων

325

από την αρχή των αξόνων), ενώ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου αυξάνεται. Επομένως, η 
μεταβολή ΑΒ είναι ισοβαρής εκτόνωση.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΒΓ ο όγκος του αερίου 
παραμένει σταθερός, ενώ η απόλυτη θερμοκρασία του αυξάνεται. Επομένως, η μεταβολή ΒΓ 
είναι ισόχωρη θέρμανση.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΓΔ η απόλυτη θερμο-
κρασία του αερίου παραμένει σταθερή, ενώ ο όγκος του μειώνεται. Επομένως, η μεταβολή ΓΔ 
είναι ισόθερμη συμπίεση.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ακόμη ότι κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΔΑ ο όγκος του 
αερίου παραμένει σταθερός, ενώ η απόλυτη θερμοκρασία του μειώνεται. Επομένως, η μεταβο-
λή ΔΑ είναι ισόχωρη ψύξη.

β. Στο διπλανό σχήμα απεικονίζεται το ζητούμενο διάγραμμα 
p V− .  

γ. Έστω VA ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Α. Από το δοθέν 
διάγραμμα προκύπτει ότι: V mΑ = ⋅ −3 10 3 3.  

Έστω TA και TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στις κατα-
στάσεις Α και Β αντίστοιχα. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει 
ότι:

TA = 100 K  και  TB = 200 K.

Έστω VB ο όγκος του αερίου στην κατάσταση B. Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισο-

βαρή μεταβολή ΑΒ έχουμε: 
V

T

V

TA

BΑ

Β

=   ή  V
T V

T
B

A

= Β Α   ή  V mB = ⋅ −6 10 3 3.

δ. Έστω pA η πίεση του αερίου στην κατάσταση Α. Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών 

αερίων για την κατάσταση Α έχουμε: pAVA = nRTA  ή  p
nRT

V

A

A

Α =   ή  p N mA = ⋅2 105 2/ .

Έστω pB η πίεση του αερίου στην κατάσταση B. Επειδή η μεταβολή ΑΒ είναι ισοβαρής ισχύει:

pΒ = pA  ή  p N mB = ⋅2 105 2/ .

Έστω TΓ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Γ. Από το δοθέν διάγραμμα προ-
κύπτει ότι: TΓ = 400 Κ.

Έστω pΓ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Γ. Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη 

μεταβολή ΒΓ έχουμε: 
p

T

p

T

Β

Β

Γ

Γ

=   ή  p
p T

T
Γ

Β Γ

Β

=    ή  p N m = ⋅4 105 2/ .

V

p

A

Γ

Δ

Β

0
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Έστω VΓ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Γ. Επειδή η μεταβολή ΒΓ είναι ισόχωρη, ισχύει:

VΓ = VΒ  ή  V mΓ = ⋅ −6 10 3 3.

Έστω VΔ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Δ. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει:

V m∆ = ⋅ −3 10 3 3.

Έστω pΔ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Δ. Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη 

μεταβολή ΓΔ έχουμε: pΓVΓ = pΔVΔ  ή  p
p V

V
∆

Γ Γ

∆

=   ή  p N m = ⋅8 105 2/ .

103. α. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΑΒ ο όγκος 
του αερίου παραμένει σταθερός, ενώ η θερμοκρασία του αυξάνεται. Επομένως, η μεταβολή 
ΑΒ είναι ισόχωρη θέρμανση.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΒΓ η απόλυτη θερμο-
κρασία του αερίου παραμένει σταθερή, ενώ ο όγκος του αυξάνεται. Επομένως, η μεταβολή ΒΓ 
είναι ισόθερμη εκτόνωση.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΓΔ ο όγκος του αερί-
ου παραμένει σταθερός, ενώ η θερμοκρασία του μειώνεται. Επομένως, η μεταβολή ΓΔ είναι 
ισόχωρη ψύξη.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ακόμη ότι κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΔΑ η απόλυτη 
θερμοκρασία του αερίου παραμένει σταθερή, ενώ ο όγκος του μειώνεται. Επομένως, η μεταβο-
λή ΔΑ είναι ισόθερμη συμπίεση.

β. Έστω TA και TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Α και Β αντίστοιχα.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι: TA = 300 K  και  TB = 600 K

Έστω pB η πίεση του αερίου στην κατάσταση B. Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη 

μεταβολή ΑΒ έχουμε: 
p

T

p

T

Α

Α

Β

Β

=   ή  p
p T

T
Β

Α Β

Α

=   ή  p N mB = ⋅4 105 2/ .

γ. Έστω VB και VΓ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Β και Γ αντίστοιχα. Από το δοθέν διά-
γραμμα προκύπτει: VB = 4 L  και  VΓ = 8 L.

Έστω pΓ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Γ. Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη με-

ταβολή ΒΓ έχουμε: pΒVΒ = pΓVΓ  ή  p
p V

V
Γ

Β Β

Γ

=   ή  p N m = ⋅2 105 2/ .

Έστω TB και TΓ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Γ και Δ αντίστοιχα. Από 
το δοθέν διάγραμμα προκύπτει: TΓ = 600 Κ και TΔ = 300 Κ.
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Έστω pΔ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Δ. Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη 

μεταβολή ΓΔ έχουμε: 
p

T

p

T

Γ

Γ

∆

∆

=   ή  p
p T

T
∆

Γ ∆

Γ

=   ή  pΔ = 105 Ν/m2.

δ. Έστω VΔ και VΑ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Δ και Α αντίστοιχα. Από το δοθέν διά-
γραμμα προκύπτει: VΔ = 8 L  και  VΑ = 4 L.

Έστω ρΔ η πυκνότητα του αερίου στην κατάσταση Δ. Είναι: ρ∆
∆

=
m

V
 (1),

όπου m η μάζα του αερίου.

Έστω ρΑ η πυκνότητα του αερίου στην κατάσταση Α. Είναι: ρΑ
Α

=
m

V
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
ρ
ρ
∆

Α

Α

∆

=
V
V

  ή  
ρ
ρ
∆

Α

=
1
2

.

ε. Στο ακόλουθο σχήμα απεικονίζονται τα ζητούμενα διαγράμματα p V−  και p ��.

    
0

p (N / m2)

A

B

Δ

Γ

105�4

105�2

105�4

105�2

105 105

0

p (N / m2)

300 T
 
(K)600

Γ

Δ

B

A

4 8 V (L)
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Θέματα πολλαπλής επιλογής

13. δ 14. β 15. γ 16. α 17. γ 18. β 19. δ 20. β

21. γ 22. α 23. β 24. δ 25. α 26. β 27. β 28. γ

29. β 30. β 31. α 32. δ 33. δ 34. α 35. β 36. δ

37. β 38. δ 39. γ 40. β 41. γ 42. γ 43. α 44. β

45. β 46. α 47. α 48. δ 49. γ 50. α 51. δ 52. β

53. β 54. δ 55. δ

Θέματα του τύπου «Σωστό ή Λάθος»

56. α. Σ β. Σ γ. Λ δ. Σ ε. Λ

57. α. Λ β. Σ γ. Σ δ. Λ ε. Σ

58. α. Σ β. Σ γ. Λ δ. Λ ε. Σ

59. α. Λ β. Σ γ. Σ δ. Λ ε. Σ

60. α. Σ β. Σ γ. Σ δ. Λ ε. Λ

61. α. Λ β. Σ γ. Σ δ. Λ ε. Σ

62. α. Λ β. Σ γ. Σ δ. Σ ε. Σ

63. α. Σ β. Λ γ. Λ δ. Σ ε. Σ

64. α. Σ β. Σ γ. Λ δ. Λ ε. Λ

65. α. Σ β. Λ γ. Λ δ. Λ ε. Σ

66. α. Λ β. Σ γ. Σ δ. Σ ε. Λ

67. α. Λ β. Λ γ. Λ δ. Λ ε. Σ
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68. Σωστή επιλογή είναι η α.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΒΑ ο όγκος του αερίου  
μεταβάλλεται ανάλογα με την απόλυτη θερμοκρασία του. Επομένως, η μεταβολή ΒΑ είναι 
ισοβαρής.

Έστω TA και TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στις καταστάσεις Α και Β αντίστοιχα. Από 
το δοθέν διάγραμμα προκύπτει: TA = 300 K και TB = 600 K.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ακόμη ότι ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Β είναι:

VB = 2 L  ή  V mB   2 10 3 3. 

Έστω VA ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Α. Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισο-

βαρή μεταβολή ΒΑ έχουμε: 
V

T

V

T

B

B

A

A

=   ή  V
V T

T
A

B A

B

=   ή  V mA  10 3 3 . 

Έστω p η σταθερή πίεση υπό τη οποία πραγματοποιείται η μεταβολή ΒΑ. Από την καταστατι-
κή εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Β έχουμε:

pVB = nRTB  ή  p
nRT

V

B

B

=    ή  p N m 6 105 2/ .

Το ζητούμενο έργο WBA υπολογίζεται από τη σχέση: WBA = pΔV  ή  W p V VBA A B    

ή  WBA = –600 J.

69. Σωστή επιλογή είναι η β. 

Έστω pA η πίεση και VA ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Α. 
Στο διπλανό σχήμα απεικονίζονται σε διάγραμμα πίεσης – όγκου 

p V   οι δύο διαφορετικοί τρόποι (1) και (2), με τους οποίους 
το αέριο μπορεί να μεταβεί από την κατάσταση θερμοδυναμι-
κής ισορροπίας Α στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας 
Β, διπλασιάζοντας την πίεση του (pB = 2pA) και τον όγκο του  
(VB = 2VA).

Με τον τρόπο (1) το αέριο εκτελεί, αρχικά, μια ισόχωρη θέρμανση ΑΓ και στη συνέχεια μια 
ισοβαρή εκτόνωση ΓΒ. Το έργο W1 που παράγει το αέριο σε αυτήν την περίπτωση δίνεται από 
τη σχέση: W1 = WΑΓ + WΓΒ  ή  W1 = 0 + pΔV  ή  W p V V1 2       

ή  W p V V1 2 2       ή  W1 = 2pAVA (1).

Δ

Γ

V 

(1)

(1)

(2)

(2)

0

p

B

A

VA

p
A

2p
A

2VA
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Με τον τρόπο (2) το αέριο εκτελεί, αρχικά, μια ισοβαρή εκτόνωση ΑΔ και στη συνέχεια μια 
ισόχωρη θέρμανση ΔΒ. Το έργο W2 που παράγει το αέριο σε αυτήν την περίπτωση δίνεται από 
τη σχέση: W2 = WΑΔ + WΔΒ  ή  W2 = pΔV + 0  ή  W p V V2       

ή  W p V V2 2       ή  W2 = pAVA (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) προκύπτει: W
W

1

2

2= . 

70. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω ότι το αέριο βρίσκεται, αρχικά, στην κατάσταση θερμοδυνα-
μικής ισορροπίας Α στην οποία ο όγκος του είναι V0.

Το αέριο μπορεί να διπλασιάσει τον όγκο του εάν υποβληθεί είτε 
σε ισόθερμη μεταβολή ΑΒ, είτε σε ισοβαρή μεταβολή ΑΓ, όπως 
απεικονίζεται στο διάγραμμα p V−  του διπλανού σχήματος.

Έστω WΑΓ το έργο που παράγει το αέριο κατά την ισοβαρή μεταβολή ΑΓ. Είναι:

WΑΓ = +Ε(ΑΓΕΔ) (1)  όπου ΕΑΓΕΔ το εμβαδόν του παραλληλόγραμμου ΑΓΕΔ που φαίνεται στο 
παραπάνω σχήμα.

Έστω WΑΒ το έργο που παράγει το αέριο κατά την ισόθερμη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

WAB = +E(ΑΒΕΔΑ) (2) όπου Ε(ΑΒΕΔΑ) το εμβαδόν της επιφάνειας ΑΒΕΔΑ που περικλείεται από την 
καμπύλη ΑΒ και τον άξονα των όγκων.

Όπως προκύπτει από το παραπάνω σχήμα είναι: Ε(ΑΓΕΔ) > Ε(ΑΒΕΔΑ)

ή λόγω των σχέσεων (1) και (2): WAΓ > WAB.

71. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω n ο αριθμός mol του αερίου και T1 η αρχική απόλυτη θερμοκρασία του. Είναι:

T1 = (25 + 273) K  ή  T1 = 298 K.

Έστω U1 η αρχική εσωτερική ενέργεια του αερίου. Είναι: U nRT1 1

3

2
=  (1).

Έστω Τ2 η τελική απόλυτη θερμοκρασία του αερίου. Είναι:

T2 = (50 + 273) K  ή  T2 = 323 K.

Έστω U2 η τελική εσωτερική ενέργεια του αερίου. Είναι: U nRT2 2

3

2
=  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) έχουμε:

U

U

T

T

2

1

2

1

=   ή  
U

U

2

1

1 08= ,   ή  U2 = 1,08U1.

V

p

Γ

0

A

B

EΔ

V0 2V0
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72. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω pA η πίεση και VA ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Α. 
Στο διπλανό σχήμα απεικονίζονται σε διάγραμμα πίεσης – όγκου 

p V   οι δύο διαφορετικοί τρόποι (1) και (2), με τους οποίους το 
αέριο μπορεί να μεταβεί από την κατάσταση θερμοδυναμικής ισορ-
ροπίας Α στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας Β διπλα­
σιάζοντας την πίεσή του (pB = 2pA) και τον όγκο του (VB = 2VA).

Με τον τρόπο (1) το αέριο εκτελεί, αρχικά, μια ισόχωρη μεταβο-
λή ΑΓ και στη συνέχεια μια ισοβαρή μεταβολή ΓΒ. Το έργο W1 που παράγει το αέριο σε αυτήν 
την περίπτωση δίνεται από τη σχέση: W1 = WΑΓ + WΓΒ  ή  W1 = 0 + pΔV  ή  W p V V1 2       
ή  W p V V1 2 2      

ή  W1 = 2pAVA (1).

Με τον τρόπο (2) το αέριο εκτελεί, αρχικά, μια ισοβαρή ΑΔ και στη συνέχεια μια ισόχωρη 
μεταβολή ΔΒ. Το έργο W2 που παράγει το αέριο σε αυτήν την περίπτωση δίνεται από τη σχέση:

W2 = WΑΔ + WΔΒ  ή  W2 = pΔV + 0  ή  W p V V2         ή  W p V V2 2      

ή  W2 = pAVA (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) προκύπτει: W
W

1

2

2= . 

73. Σωστή επιλογή είναι η β.

Η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου  UA  κατά τη μετάβασή του από την 
κατάσταση Α στην κατάσταση Γ δίνεται από τη σχέση:

 
U U UA

A

     ή   
 U nRT nRTA  3

2

3

2
  ή   

 U nR T TA   3

2
 

ή   
 U nRT nRTA   3

2
  ή   

   U p V p VA   3

2
  ή   U p V p VA   3

2
2 1 1 1  

ή  ∆ ΓU p p VA   3
2 2 1 1. 

74. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω p η αρχική πίεση του αερίου. Έστω ′p  η τελική πίεση και   η τελική απόλυτη θερμο-
κρασία του αερίου. Είναι:  p p3 .  

Επειδή ο όγκος του δοχείου είναι σταθερός, η μεταβολή που υφίσταται το αέριο είναι ισόχωρη. 
Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη μεταβολή έχουμε:

Δ

Γ

V 0

p

B

A

VA

p
A

2p
A

2VA
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p

T

p

T
 


  ή     p

p
  ή    3T . 

Έστω ΔU η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά την ισόχωρη μεταβολή. Εί-

ναι: U U U     ή  U nRT nRT  
3

2

3

2
  ή  U nR T T   3

2
  ή  ΔU = 3nRT.

Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για την ισόχωρη μεταβολή έχουμε:

Q = ΔU + W  ή  Q = ΔU + 0  ή  Q = 3nRT.

75. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω ότι, αρχικά, το αέριο βρίσκεται στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας Α με πίεση 
pA, όγκο VA και απόλυτη θερμοκρασία TA και μεταβαίνει στην κατάσταση θερμοδυναμικής 
ισορροπίας Β με πίεση pB, όγκο VB και απόλυτη θερμοκρασία TB. Επειδή η μεταβολή ΑΒ είναι 
ισοβαρής, ισχύει: pB = pA.

Από την κατάστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Α έχουμε:

pAVA = nRTA (1),  όπου n ο αριθμός mol του αερίου. 

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Β έχουμε:

pBVB = nRTB  ή  pAVB = nRTB (2).

Έστω W το έργο που παράγει το αέριο κατά την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ. Είναι:

W = pAΔV  ή  W p V VA B A     ή  W p V p VA B A A   

ή λόγω των σχέσεων (1) και (2): W nRT nRTB A    ή  W nR T TB A    (3).

Η μεταβολή ΔU της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ δίνεται 

από τη σχέση: U U UB A    ή  U nRT nRTB A 3

2

3

2
  ή  U nR T TB A  3

2
 (4).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (4) έχουμε:
W

U
 2

3
  ή  W U 2

3
  (5).

Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ έχουμε:

Q = ΔU + W  ή λόγω της σχέσης (5): Q U= 5
3
 . 

76. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω T1 η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Α. Από την καταστατική εξίσω-
ση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Α έχουμε:

p1V1 = nRT1 (1),  όπου n ο αριθμός mol του αερίου.
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Έστω T2 η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Από την καταστατική εξίσω-
ση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Β έχουμε:

p2V2 = nRT2   ή  
p

V nRT1

1 2
2

2 =   ή  p1V1 = nRT2 (2).

Έστω ΔU η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

  U U U    ή  U nRT nRT 3

2

3

2
2 1   ή  U nRT nRT  3

2
2 1  

ή λόγω των σχέσεων (1) και (2): U p V p V  3

2
1 1 1 1   ή  ΔU = 0.

Έστω W το έργο του αερίου κατά τη μεταβολή ΑΒ.

Επειδή η μεταβολή ΑΒ είναι εκτόνωση, το έργο W του αερίου εί-
ναι θετικό (W > 0) και ισούται αριθμητικά με το εμβαδόν Ε του 
τραπεζίου ΑΒΓΔ που φαίνεται στο διάγραμμα p V−  του διπλανού 
σχήματος.

Δηλαδή, είναι: W = +E  ή  W
p p

V V 


 1 2

2 1
2

 ή  W

p
p

V V


 
1

1

1 1

2

2
2   ή  W p V= 3

4
1 1 . 

Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για τη μεταβολή ΑΒ έχουμε: 

Q = ΔU + W  ή  Q p V= 3
4 1 1. 

77. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω Q η θερμότητα που απορροφά το αέριο από το περιβάλλον κατά τη διάρκεια της ισοβα-
ρούς μεταβολής. Είναι: Q = +500 J.

Έστω ΔU η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη διάρκεια της ισοβαρούς 
μεταβολής. Είναι: ΔU = +400 J.

Έστω W το έργο που παράγει το αέριο κατά τη διάρκεια της ισοβαρούς μεταβολής. Από τον 
πρώτο θερμοδυναμικό νόμο έχουμε: Q = ΔU + W  ή  W = 100 J.

Έστω p η πίεση του αερίου και Α το εμβαδόν της επιφάνειας του εμβόλου. Κατά τη διάρκεια 
της ισοβαρούς μεταβολής ασκείται στο έμβολο σταθερή δύναμη μέτρου F = 2.000 N από το 

αέριο. Είναι: p
F

A
=  (1).

Έστω Δx η ζητούμενη μετατόπιση του εμβόλου. Είναι: W = pΔV  ή  W = pAΔx

ή λόγω της σχέσης (1): W = FΔx  ή  Δx = 0,05 m  ή  Δx = 5 cm.

V

p
A

B

0 V1

p
2

p
1

V2

E

Δ Γ
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78. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω TA, TB και TΓ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στις καταστάσεις Α, Β και Γ αντίστοι-
χα. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι οι καταστάσεις Β και Γ ανήκουν στην ίδια ισόθερ-
μη καμπύλη. Επομένως ισχύει: TB = TΓ.

Έστω ΔUAB η μεταβολή στην εσωτερική ενέργεια του αερίου κατά την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ. 

Είναι:    U U U     ή   U nRT nRTB A 3

2

3

2
  ή     U nR T T  3

2
 

ή     U nR T T  3

2
 (1), όπου n ο αριθμός mol του αερίου και R η σταθερά των ιδανικών 

αερίων.

Έστω ΔUΑΓ η μεταβολή στην εσωτερική ενέργεια του αερίου κατά την ισόχωρη μεταβολή ΑΓ. 

Είναι:    U U U    ή    U nRT nRTA 3

2

3

2
  ή     U nR T T  3

2
 (2).

Από τις σχέσεις (1) και (2) έχουμε: ΔUAB = ΔUΑΓ (3).

Έστω WAB το έργο του αερίου στην ισοβαρή μεταβολή ΑΒ. Επειδή κατά τη διάρκεια της μετα-
βολης ΑΒ ο όγκος του αερίου αυξάνεται ισχύει: WAB > 0 (4).

Έστω QAB το ποσό θερμότητας που απορροφά το αέριο από το περιβάλλον κατά τη μεταβολή 
ΑΒ. Είναι: QAB = ΔUAB + WAB (5).

Έστω QAΓ το ποσό θερμότητας που απορροφά το αέριο από το περιβάλλον κατά τη μεταβολή 

ΑΓ. Είναι: QAΓ = ΔUAΓ + WAΓ  ή  QAΓ = ΔUAΓ + 0  ή  QAΓ = ΔUΑΓ (6).

Από τις σχέσεις (5) και (6), λόγω των σχέσεων (3) και (4), προκύπτει: QAB > QΑΓ.

79. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω pA η πίεση και VA ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Α. Από την καταστατική εξίσωση 
των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Α έχουμε: pAVA = nRT1 (1).

Έστω pB η πίεση και VB ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Β. Επειδή η μεταβολή ΑΒ είναι 
ισοβαρής, ισχύει: pB = pA.

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Β έχουμε:

pBVB = nRT2  ή  pAVB = nRT2 (2).

Έστω W1 το έργο που παράγει το αέριο κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

W1 = pAΔV  ή  W p V VA B A1       ή  W p V p VA B A A1    

ή λόγω των σχέσεων (1) και (2): W nRT nRT  2 1    ή  W nR T T   2 1  (3).
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Έστω ΔU1 η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ. 

Είναι:   U U U1      ή  U nRT nRT1 2 1

3

2

3

2
    ή  U nR T T1 2 1

3

2
    (4).

Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για τη μεταβολή ΑΒ έχουμε:

Q1 = ΔU1 + W1  ή λόγω των σχέσεων (3) και (4): Q nR T T1 2 1

5

2
    (5).

Έστω pΓ η πίεση και VΓ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Γ. Από την καταστατική εξίσωση 
των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Γ έχουμε: pΓVΓ = nRT1 (6).

Έστω ΔU2 η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη μεταβολή ΒΓ. Είναι:

  U U U2     ή  U nRT nRT2 1 2

3

2

3

2
    ή  U nR T T2 1 2

3

2
    

ή  U nR T T2 2 1

3

2
    . 

Έστω W2 το έργο του αερίου κατά τη μεταβολή ΒΓ. Είναι: W2 = 0.

Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για τη μεταβολή ΒΓ έχουμε:

Q2 = ΔU2 + W2  ή  Q nR T T2 2 1

3

2
     (7).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (5) και (7) έχουμε: 
Q

Q

1

2

5

3
    ή  Q Q1 2

5
3

  .

80. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω ΔUV η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας και WV το έργο του αερίου κατά την ισόχω-
ρη θέρμανση. Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για την ισόχωρη μεταβολή που εκτελεί το 
αέριο έχουμε:

QV = ΔUV + WV  ή  QV = ΔUV + 0  ή  Q nR TV  3

2
  (1).

Έστω ΔUP η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας και WP το έργο του αερίου κατά την ισοβαρή 
θέρμανση. Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για την ισοβαρή μεταβολή που εκτελεί το 
αέριο έχουμε:

QP = ΔUP + WP  ή  Q nR p VP  3

2
    ή  Q nR nR TP  3

2
    ή  Q nRP  5

2
  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (2) και (1) έχουμε: Q
Q
P

V

= 5
3

. 



Απαντήσεις – Λύσεις θεµάτων

336

81. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω W1 το έργο του αερίου κατά την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ. Επει-
δή ο όγκος του αερίου αυξάνεται κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΑΒ 
ισχύει: W1 > 0.

Το έργο W1 είναι αριθμητικά ίσο με το εμβαδόν Ε1 του παραλληλο-
γράμμου ΑΒΕΔ που φαίνεται στο διάγραμμα p V−  του διπλανού 
σχήματος. Δηλαδή, είναι: W1 = E1 (1).

Έστω VA ο όγκος και TA η απόλυτη θερμοκρασία στην κατάσταση Α.

Έστω VB ο όγκος και TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Από τον νόμο 
του Gay – Lussac για την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ έχουμε:

V

T

V

T

A

A

B

B

=    ή  
T

T

V

V

B

A

B

A

=  (2).

Επειδή είναι: VB > VA, από τη σχέση (2) προκύπτει: ΤΒ > ΤΑ (3).

Έστω ΔU1 η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ. 

Είναι:   U U U1     ή    U nRT nRT1

3

2

3

2
    ή    U nR T T1

3

2
    (4).

Από τη σχέση (4), λόγω της σχέσης (3) προκύπτει: ΔU1 > 0 (5).

Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για τη μεταβολή ΑΒ έχουμε: Q1 = ΔU1 + W1 (6).

Έστω W2 το έργο του αερίου κατά τη μεταβολή ΑΓ. Επειδή ο όγκος του αερίου αυξάνεται κατά 
τη διάρκεια της μεταβολής ΑΓ, ισχύει: W2 > 0.

Το έργο W2 είναι αριθμητικά ίσο με το εμβαδόν Ε2 της επιφάνειας ΑΓΕΔΑ που φαίνεται στο 
παραπάνω σχήμα. Δηλαδή, είναι: W2 = E2 (7).

Έστω ΔU2 η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά την ισόθερμη μεταβολή ΑΓ. 
Είναι: ΔU2 = 0 (8).

Από τις σχέσεις (5) και (8) προκύπτει ότι:  ΔU1 >ΔU2 (9).

Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για τη μεταβολή ΑΓ έχουμε: Q2 = ΔU2 + W2 (10).

Από το παραπάνω σχήμα προκύπτει ότι: Ε1 > Ε2  ή λόγω των σχέσεων (1) και (7):

W1 > W2 (11).

Με πρόσθεση κατά μέλη των σχέσεων (9) και (11) προκύπτει: ΔU1 + W1 > ΔU2 + W2 

ή λόγω των σχέσεων (6) και (10): Q1 > Q2.

V

p

Γ

0

A B

EΔ

(1)

(2)
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82. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω p1 η αρχική πίεση και V1 ο αρχικό όγκος του αερίου. Από την καταστατική εξίσωση για 

την αρχική κατάσταση του αερίου έχουμε: p1V1 = nRT1  ή  p
nRT

V
1

1

1

=  (1),

όπου n ο αριθμός mol του αερίου και R η σταθερά των ιδανικών αερίων.

Έστω p2 η πίεση, V2 ο όγκος και T2 η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην τελική του κατά-

σταση. Είναι: 
V

V





 1

9
  ή  

V

V

2

1

1

9
=   ή  

V

V

1

2

9= . 

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την τελική κατάσταση του αερίου 

έχουμε:  p2V2 = nRT2  ή  p
nRT

V
2

2

2

=  (2).

Από τον νόμο του Poisson για την αδιαβατική μεταβολή που εκτελεί το αέριο έχουμε:

p V p V1 1 2 2

     ή λόγω των σχέσεων (1) και (2): 
nRT

V
V

nRT

V
V1

1

1

2

2

2

    ή  T V T V1 1

1

2 2

1     

ή  T T
V

V
2 1

1

2

1










  ή  Τ2 = Τ19
0,4  ή  Τ2 = 2,4Τ1  ή  Τ2 = 703,2 Κ.

Έστω θ2 η τελική θερμοκρασία του αερίου στην κλίμακα Κελσίου. Είναι:

Τ2 = θ2 + 273  ή  2 2 273   T C   ή  θ2 = 430,2 °C.

83. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Α έχουμε:

p1V1 = nRT1 (1),  όπου n ο αριθμός mol του ιδανικού αερίου και R η σταθερά των ιδανικών 
αερίων.

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Β έχουμε:

p2V2 = nRT2 (2).

Έστω ΔUAB η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά την αδιαβατική μεταβολή 

ΑΒ. Είναι:    U U U    ή   U nRT nRT 3

2

3

2
2 1   ή   U nRT nRT  3

2
2 1  

ή λόγω των σχέσεων (1) και (2):  U p V p V  3

2
2 2 1 1  (3).

Έστω QAB η θερμότητα που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή ΑΒ. Από 
τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο έχουμε: QAΒ = ΔUAΒ + WAΒ  ή  0 = ΔUAΒ + WAB  

ή  W UAB      ή λόγω της σχέσης (3): W p V p VAB    3

2
2 2 1 1

  
ή  W p V p VAB   3

2 1 1 2 2 .
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84. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω W το έργο του αερίου κατά την αδιαβατική εκτόνωση. Είναι: W > 0 (1).

Έστω Q η θερμότητα που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά την αδιαβατική εκτόνω-
ση. Είναι: Q = 0.

Έστω ΔU η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά την αδιαβατική εκτόνωση. 

Είναι: U U U      ή  U nRT nRT 3

2

3

2
     ή  U nR T T  3

2
   (2),

όπου n ο αριθμός mol του αερίου, R η σταθερά των ιδανικών αερίων και Tαρχ και Tτελ η αρχική 
και η τελική απόλυτη θερμοκρασία του αερίου.

Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για την αδιαβατική μεταβολή έχουμε:

Q = ΔU + W  ή  0 = ΔU + W  ή  U W     ή λόγω της σχέσης (1):

ΔU < 0  ή λόγω της σχέσης (2):

3

2
0nR T T      ή  T T   0   ή  Ττελ < Ταρχ.

Επομένως, κατά την αδιαβατική εκτόνωση ορισμένης ποσότητας ιδανικού αερίου, η απόλυτη 
θερμοκρασία του ελαττώνεται.

85. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω W1 και W2 το έργο του αερίου κατά τις μεταβολές ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. Επειδή οι 
παραπάνω μεταβολές είναι εκτονώσεις, τα έργα W1 και W2 είναι θετικά. Το έργο W1 ισούται 
αριθμητικά με το εμβαδόν Ε1 που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της μεταβολής ΑΒ 
και τον άξονα των όγκων. Δηλαδή, είναι: W1 = E1 > 0 (1).

Το έργο W2 ισούται αριθμητικά με το εμβαδόν Ε2 που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της μεταβολής ΑΓ και τον άξονα των όγκων. Δηλαδή, είναι: W2 = E2 >0 (2).

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι: Ε1 > Ε2

ή λόγω των σχέσεων (1) και (2): W1 > W2 (3).

Έστω ΔU1 η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

  U U U1     ή    U nRT nRT1

3

2

3

2
    ή    U nR T T1

3

2
    (4).

Έστω VA και VB ο όγκος του αερίου στις καταστάσεις Α και Β αντίστοιχα. Από το δοθέν διά-
γραμμα προκύπτει ότι: VA = V και VB = 2V.

Από τον νόμο του Gay – Lussac για τη μεταβολή ΑΒ έχουμε: 
V

T

V

T

A

A

B

B

=   ή  TB = 2TA (5).



Κεφάλαιο 5ο:  Θερµοδυναµική

339

Από τη σχέση (4), λόγω της σχέσης (5), προκύπτει:  U nRT1

3

2
0   (6).

Έστω ΔU2 η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά την ισόθερμη μεταβολή ΑΓ. 

Είναι:   U U U2     ή    U nRT nRT2

3

2

3

2
    ή  ΔU2 = 0 (7).

Από τις σχέσεις (6) και (7) προκύπτει: ΔU1 > ΔU2 (8).

Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για τη μεταβολή ΑΒ έχουμε: Q1 = ΔU1 + W1 (9)

ή λόγω των σχέσεων (1) και (6): Q1 > 0 (10).

Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για τη μεταβολή ΑΓ έχουμε: Q2 = ΔU2 + W2 (11)

ή λόγω των σχέσεων (2) και (7): Q2 > 0 (12).

Με πρόσθεση κατά μέλη των σχέσεων (3) και (8) έχουμε: W1 + ΔU1 > W2 + ΔU2

ή λόγω των σχέσεων (9) και (11): Q1 > Q2  ή λόγω των σχέσεων (10) και (12):

Q1 > Q2 > 0 (13).

Έστω Q3 η θερμότητα που ανταλλάσσει το αέριο με το περιβάλλον κατά την αδιαβατική με-
ταβολή ΑΔ. Είναι: Q3 = 0 (14).

Από τις σχέσεις (13) και (14) προκύπτει ότι: Q1 > Q2 > Q3.

86. Σωστή επιλογή είναι η α.

Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για μια θερμική μηχανή προκύπτει:

Q = ΔU + W  ή  Q = 0 +W  ή  Qh + Qc = W  ή  Q Q Wh c    ή  Qh = W + |Qc| (1).

Επειδή σε μια θερμική μηχανή ισχύει: W > 0, από τη σχέση (1) προκύπτει: Qh > |Qc|.

87. Σωστή επιλογή είναι η α.

Ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής (1) δίνεται από τη σχέση:

e
W

Qh

1

1

1

=  (1).

Έστω Qh2
 η θερμότητα που προσφέρεται στη θερμική μηχανή (2). Είναι: Q Qh h2 1

2= .  

Έστω W2 το ωφέλιμο έργο που παράγει η θερμική μηχανή (2). Είναι: W2 = 4W1.

Ο συντελεστής απόδοσης e2 της θερμικής μηχανής (2) δίνεται από τη σχέση:

e
W

Qh

2

2

2

=   ή  e
W

Qh

2

14

2
1

=   ή  e
W

Qh

2

12

1

=   ή λόγω της σχέσης (1):  

e2 = 2e1.
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88. Σωστή επιλογή είναι η α.

Το ωφέλιμο έργο που παράγει η θερμική μηχανή είναι W = 2.000 J και η θερμότητα που απορ-
ροφά από το περιβάλλον είναι Qh = 8.000 J.

Έστω e ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής. Είναι: e
W

Qh

=   ή  e = 0,25.

Συνεπώς, η απόδοση Α της θερμικής μηχανής είναι:   e 100%   ή  A = 25%.

89. Σωστή επιλογή είναι η α.

Για τη θερμική μηχανή (1) ισχύει: e
W

Qh

1

1

1

=  (1).

Για τη θερμική μηχανή (2) ισχύει: e
W

Qh

2

2

2

=  (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: 
e

e

W Q

W Q

h

h

1

2

1

2

2

1

=  

ή  
e

e

W Q

W Q

h

h

1

2

2

2

3

2

2

2

=   ή  e
e
1

2

3
2

= . 

90. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω Qh το ποσό θερμότητας που απορροφά η θερμική μηχανή από τη θερμή δεξαμενή σε κάθε 
κύκλο λειτουργίας της. Είναι: Qh = 10.000 J. Έστω Qc το ποσό θερμότητας που αποβάλλει η 
θερμική μηχανή στην ψυχρή δεξαμενή σε κάθε κύκλο λειτουργίας της. Είναι: Q Jc  5 000. .  

Έστω e ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής. Είναι: e
Q

Q

c

h

 1   ή  e = 0,5.

Η απόδοση Α της θερμικής μηχανής είναι:   e 100%   ή  A = 50%.

91. Σωστή επιλογή είναι η β.

Από το δοθέν σχήμα προκύπτει ότι η θερμική μηχανή που απεικονίζεται στο διάγραμμα (Ι)  
απορροφά θερμότητα Q Jh1

1 000= .  από τη θερμή δεξαμενή και παράγει ωφέλιμο έργο  
W1 = 1.000 J, σε κάθε κύκλο λειτουργίας της. Δηλαδή, είναι: W Qh1 1

= .  

Σύμφωνα με τον δεύτερο θερμοδυναμικό νόμο, είναι αδύνατον να κατασκευαστεί θερμική 
μηχανή που να μετατρέπει εξ ολοκλήρου τη θερμότητα που απορροφά σε ωφέλιμο έργο. Συ-
νεπώς, η θερμική μηχανή του διαγράμματος (Ι) παραβιάζει τον δεύτερο θερμοδυναμικό νόμο 
και δεν μπορεί να κατασκευαστεί.

Από το δοθέν σχήμα προκύπτει ότι η θερμική μηχανή που απεικονίζεται στο διάγραμμα (ΙΙΙ), 
απορροφά από τη θερμή δεξαμενή ποσό θερμότητας Q Jh3

1 000= . ,  παράγει ωφέλιμο έργο  
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W3 = 300 J και αποβάλλει στην ψυχρή δεξαμενή ποσό θερμότητας Q Jc3
1 300= . , σε κάθε 

κύκλο λειτουργίας της.

Σύμφωνα με τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο, ισχύει:

W Q Qh c3 3 3
    ή  300 1 000 1 300 . .   ή  300 300   (άτοπο).

Επομένως, η θερμική μηχανή του διαγράμματος (ΙΙΙ) παραβιάζει τον πρώτο θερμοδυναμικό 
νόμο και δεν μπορεί να κατασκευαστεί.

Από το δοθέν σχήμα προκύπτει ότι η θερμική μηχανή που απεικονίζεται στο διάγραμμα (ΙΙ) 
απορροφά από τη θερμή δεξαμενή ποσό θερμότητας Q Jh2

1 000= . ,  παράγει ωφέλιμο έργο  

W2 = 300 J και αποβάλλει στην ψυχρή δεξαμενή ποσό θερμότητας Q Jc2
700= ,  σε κάθε κύ-

κλο λειτουργίας της. Σύμφωνα με τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο ισχύει:

W Q Qh c2 2 2
    ή  300 = 300 (ισχύει). 

Επομένως, η θερμική μηχανή του διαγράμματος ΙΙ δεν παραβιάζει τον πρώτο και τον 
δεύτερο θερμοδυναμικό νόμο και είναι δυνατόν να κατασκευαστεί.

92. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω W το ωφέλιμο έργο που παράγει η θερμική μηχανή σε κάθε κύκλο λειτουργίας της. 

Είναι: e
W

Qh

=   ή  W = 800 J.

Έστω P η ισχύς της θερμικής μηχανής. Είναι: P
W

t
 


  ή  P

NW

t



  ή  P = fW

ή  P = 8.000 W  ή  P = 8 kW.

93. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω W το ωφέλιμο έργο και Qc η θερμότητα που αποβάλλει η θερμική μηχανή Carnot στην 

ψυχρή δεξαμενή σε κάθε κύκλο λειτουργίας της. Είναι: W Qc= 2

3
. 

Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο έχουμε: W Q Qh c    ή  Q Qh c= 5

3
. 

Για τη θερμική μηχανή Carnot ισχύει: 
Q

Q T

h

c

h

c




  ή  
h

cT
 5

3
  ή  T Tc h= 3

5
. 
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94. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω W το ωφέλιμο έργο που παράγει η θερμική μηχανή Carnot σε κάθε κύκλο λειτουργίας 

της. Είναι: W = W1 + W2 + W3 + W4  ή  W W W W W   1 2 3 4   ή  W = 3.000 J.

Έστω Qh το ποσό θερμότητας που απορροφά η θερμική μηχανή Carnot σε κάθε κύκλο λει-
τουργίας της. Είναι: Qh = W1  ή  Qh = 10.000 J.

Έστω eC ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής Carnot. Είναι:

e
W

Q
C

h

=   ή  eC = 0,3.

95. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω Th η απόλυτη θερμοκρασία της θερμής δεξαμενής και Tc η απόλυτη θερμοκρασία τής 
ψυχρής δεξαμενής της θερμικής μηχανής Carnot. Ο συντελεστής απόδοσης eC θερμικής μηχα-
νής Carnot δίνεται από τη σχέση:

e
T

T
C

c

h

 1   ή  e
T T

T
C

h c

h




  ή  e
T

T
C

h

   (1).

Από τη σχέση (1) προκύπτει ότι, εφόσον η διαφορά ΔΤ μεταξύ της απόλυτης θερμοκρασίας 
της θερμής δεξαμενής και της απόλυτης θερμοκρασίας της ψυχρής δεξαμενής είναι σταθερή, ο 
συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής Carnot είναι μεγαλύτερος όσο χαμηλότερη είναι 
η απόλυτη θερμοκρασία της ψυχρής δεξαμενής.

96. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω eC ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής Carnot. Είναι:

e
T

T
C

c

h

 1   ή  e
T T

T
C

h c

h




 (1).

όπου Th η απόλυτη θερμοκρασία της θερμής δεξαμενής και Tc η απόλυτη θερμοκρασία της 
ψυχρής δεξαμενής της μηχανής Carnot.

Εφόσον η απόλυτη θερμοκρασία της θερμής δεξαμενής Th είναι σταθερή (Th = 300 K), από 
τη σχέση (1), προκύπτει ότι, όσο χαμηλότερη είναι η απόλυτη θερμοκρασία της ψυχρής δε-
ξαμενής, τόσο μεγαλύτερος είναι ο συντελεστής απόδοσης της μηχανής Carnot. Συνεπώς, η 
μηχανή Carnot θα έχει μεγαλύτερη απόδοση, όταν λειτουργεί στη σκιά της Σελήνης, στο 
Διάστημα.
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97. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω eC ο συντελεστής απόδοσης μιας θερμικής μηχανής Carnot που λειτουργεί μεταξύ των 
απόλυτων θερμοκρασιών T1 και T2. Είναι:

e
T

T
C

c

h

 1   ή  e
T

T
C  1 1

2

  ή  e
T

T
C  1

1 5,
  ή  eC = 1

3
. 

Έστω Qh η θερμότητα που απορροφά η θερμική μηχανή από τη θερμή δεξαμενή σε κάθε κύκλο 
λειτουργίας της. Ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής δίνεται από τη σχέση:

e
W

Qh

=  (1).

Επειδή δεν μπορεί να υπάρξει θερμική μηχανή που να έχει μεγαλύτερη απόδοση από μια θερ-
μική μηχανή Carnot, η οποία λειτουργεί ανάμεσα στις ίδιες ακραίες απόλυτες θερμοκρασίες 
Τ1 και T2, ισχύει:

e < eC  ή λόγω της σχέσης (1): W

Qh

< 1

3
  ή  Qh > 3W  ή  Qh(min) = 3W.

98. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω eC ο αρχικός συντελεστής απόδοσης της μηχανής Carnot. Είναι:

e
T

C

c

h

 1


  ή  eC = 0,25. 

Έστω ′eC  ο νέος συντελεστής απόδοσης της μηχανής Carnot. Είναι:

  e e eC C C

80

100
  ή   e eC C1 8,   ή   eC 0 45, . 

Έστω c  η νέα απόλυτη θερμοκρασία της ψυχρής δεξαμενής της μηχανής Carnot. Είναι:

  


e
T

T
C

c

h

1   ή  

   T

T
ec

h

C1   ή      T e Tc C h1   ή   T Kc 220 . 

Έστω ΔΤc η μεταβολή της απόλυτης θερμοκρασίας της ψυχρής δεξαμενής. Είναι:

T T Tc c c     ή  ΔΤc = –80 K.

99. Σωστή επιλογή είναι η α.

Έστω Qh η θερμότητα που απορροφά η θερμική μηχανή από τη θερμή δεξαμενή σε κάθε κύκλο 
λειτουργίας της. Είναι: Qh = 10.000 J.

Έστω e ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής. Είναι: e = 0,5.

Έστω Qc η θερμότητα που αποβάλλει η θερμική μηχανή σε κάθε κύκλο λειτουργίας της στην 

ψυχρή δεξαμενή. Είναι: e
Q

Q

c

h

 1   ή  Q e Qc h  1   ή  |Qc| = 5.000 J.
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100. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω Qh το ποσό θερμότητας που απορροφά η θερμική μηχανή Carnot από τη θερμή δεξαμενή 
και Qc το ποσό θερμότητας που αποβάλλει στην ψυχρή δεξαμενή, σε κάθε κύκλο λειτουργίας 
της. Το καθαρό ποσό θερμότητας που απορροφά η θερμική μηχανή σε κάθε κύκλο λειτουργίας 

της είναι ίσο με Q Qh c− .  Συνεπώς, ισχύει: Q Q Jh c  1 200. . 

Έστω W το ωφέλιμο έργο που παράγει η θερμική μηχανή σε κάθε κύκλο λειτουργίας της. 

Είναι: W Q Qh c    ή  W = 1.200 J.

Είναι: e
W

Q
C

h

=   ή  Qh = 2.400 J.

101. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω Th η αρχική απόλυτη θερμοκρασία της θερμής δεξαμενής της μηχανής Carnot. Είναι:

e
T

c

h

 1


  ή  
c

hT
e 1   ή  

c

hT
 0 25,   ή  Th = 4Tc.

Έστω ′Th  η τελική απόλυτη θερμοκρασία της θερμής δεξαμενής της μηχανής Carnot. Είναι:

  


e
T

c

h

1


  ή  
c

hT
e


  1   ή  

c

hT
 0 5,   ή   Th c2 .

Το ζητούμενο ποσοστό μείωσης της απόλυτης θερμοκρασίας της θερμής δεξαμενής είναι:

 
 


T T

T

h h

h

100%   ή  π = 50%.

102. Σωστή επιλογή είναι η β.

Ο συντελεστής απόδοσης μιας θερμικής μηχανής Carnot η οποία λειτουργεί μεταξύ των ίδιων 
απόλυτων θερμοκρασιών που λειτουργεί η δεδομένη θερμική μηχανή δίνεται από τη σχέση:

e
T

c

h

 1


  ή  e
T

 1 1

2


  ή  

1

2

1
T

ec    ή  
1

2

0 5
T

 ,   ή  T2 = 2T1.

Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ έχουμε:

V

T

V

T

A

A

B

B

=   ή  
V

T

V

T

A B

1 2

=   ή  V
V T

T
B

A= 2

1

  ή  VB = 2VA.

Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισοβαρή μεταβολή ΓΔ έχουμε:

V

T

V

T









   ή  
V

T

V

T

 

2 1

   ή  V
T V

T


 2

1

  ή  VΓ = 2VB  ή  VΓ = 4VA.
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103. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω eC ο συντελεστής απόδοσης μιας θερμικής μηχανής Carnot που λειτουργεί μεταξύ των 
ίδιων ακραίων θερμοκρασιών στις οποίες λειτουργεί η θερμική μηχανή που θέλει να κατα-

σκευάσει ο μαθητής. Είναι: e
T

C

c

h

 1


  ή  eC = 0,5.

Έστω W το ωφέλιμο έργο που παράγει η θερμική μηχανή που θέλει να κατασκευάσει ο μαθη-
τής σε κάθε κύκλο λειτουργίας της. Είναι: W = 3|Qc|.

Έστω Qh η θερμότητα που απορροφά από τη θερμή δεξαμενή σε κάθε κύκλο λειτουργίας της 
η θερμική μηχανή που θέλει να κατασκευάσει ο μαθητής. Είναι:

W Q Qh c    ή  Qh = 4|Qc|. 

Έστω e ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής που θέλει να κατασκευάσει ο μαθητής. 

Είναι: e
W

Qh

=   ή  e = 0,75.

Επειδή είναι: e > eC, η θερμική μηχανή που θέλει να κατασκευάσει ο μαθητής δεν μπορεί 
να κατασκευαστεί.

104. Σωστή επιλογή είναι η γ.

Έστω eC ο συντελεστής απόδοσης μιας θερμικής μηχανής Carnot που λειτουργεί μεταξύ των 
ίδιων θερμοκρασίων στις οποίες λειτουργεί η θερμική μηχανή. Είναι:

e
T

C

c

h

 1


  ή  eC = 0,25. 

Έστω e ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής και Qc το ποσό θερμότητας που απο-
βάλλει η θερμική μηχανή στην ψυχρή δεξαμενή σε κάθε κύκλο λειτουργίας της. Είναι:

e eC≤    ή  1 0 25 
Q

Q

c

h

,   ή  
Q

Q

c

h

≥ 0 75,   ή  Q Jc ≥ 750 . 

105. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω eC(1) ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής Carnot (1). Είναι:

e
T

C

c

h

( )1 1 


  ή  e
T

C( )1

2

1

1 


 (1).

Έστω eC(2) ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής Carnot (2). Είναι:

e
T

C

c

h

( )2 1 




  ή  e

T
C( )2

2

1

1 


 (2).
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Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει: eC(1) = eC(2) (3).

Είναι: e
W

Q
C( )1

1

1

=  (4)  και  e
W

Q
C( )2

2

2

=  (5).

Από τη σχέση (3), λόγω των σχέσεων (4) και (5), έχουμε: 
W

Q

W

Q

1

1

2

2

=   ή  W
W Q

Q
2

1 2

1

=  

ή  W2 = 2W1.

106. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω eC ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής Carnot. Είναι: eC = 0,4.

Έστω Th η απόλυτη θερμοκρασία της θερμής δεξαμενής της μηχανής Carnot. Είναι:

Th = (227 + 273) K  ή  Th = 500 K.

Έστω Tc η απόλυτη θερμοκρασία της ψυχρής δεξαμενής της μηχανής Carnot. Είναι:

e
T

C

c

h

 1


  ή  
c

h

C
T

e 1   ή  c C he T  1   ή  Tc = 300 K.

Έστω θc η θερμοκρασία στην κλίμακα Κελσίου της ψυχρής δεξαμενής της μηχανής Carnot. 
Είναι: Tc = θc + 273  ή  θc = 27 °C.

107. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω eC ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής Carnot που λειτουργεί μεταξύ των 
ίδιων θερμοκρασιών που λειτουργεί η θερμική μηχανή. Είναι:

e
T

C

c

h

 1


  ή  eC = 1

7
 

Έστω e ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής. Είναι:

e eC= 1

2
  ή  e = 1

14
  ή  1 1

14
 

Q

Q

c

h

  ή  
Q
Q
c

h

= 13
14

. 

108. Σωστή επιλογή είναι η β.

Έστω eC ο αρχικός συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής Carnot. Είναι:

e
T

C

c

h

 1


  ή  eC = 0,5.

Έστω ′eC  ο νέος συντελεστής απόδοσης της μηχανής Carnot. Είναι:

  e e eC C C

50

100
  ή   e eC C1 5,   ή   eC 0 75, . 
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Έστω c  η νέα απόλυτη θερμοκρασία της ψυχρής δεξαμενής της θερμικής μηχανής Carnot. 

Είναι:   


e
T

C

c

h

1


  ή      c C he T1   ή   c K125 . 

Έστω ΔTc η μεταβολή της απόλυτης θερμοκρασίας της ψυχρής δεξαμενής της θερμικής μηχα-
νής Carnot. Είναι:

c c cT T      ή  c K 125 .

Επομένως, για να αυξηθεί ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής Carnot κατά 
50%, πρέπει η απόλυτη θερμοκρασία της ψυχρής δεξαμενής της να μειωθεί κατά 125 Κ.

109. Σωστή επιλογή είναι η α.

Ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής (Carnot) Α δίνεται από τη σχέση:

e
T

c

h







 1

( )

( )

   ή  
 




c

hT
e

( )

( )

 1  (1).

Ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής (Carnot) B δίνεται από τη σχέση:

e
T

c

h







 1

( )

( )

  ή  e
T

c

h A




 1 2
( )

( )

  ή λόγω της σχέσης (1):

e e    1 2 1   ή  e eB A 2 1 .
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110. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 1.

α. pA = 105 N/m2. β. V mB   6 10 3 3 . γ. WAB = +300 J. δ. UA = +450 J.    

ε. ΔUAB = +450 J.

111. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 2.

α. W = 0. β. U1 = +600 J. γ. ΔU = +600 J. δ. Q = +600 J.

112. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 3.

α. p N mB  2 105 2/ . β. U
U
A

B

= 1 .  γ. ΔUAB = 0. δ. QAB = +2.240 J.

113. α. Έστω WAB το έργο που παράγει το αέριο κατά την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ. Είναι:

WAB = pΔV  ή  WAB = nRΔT  ή  W nR T TAB B A      ή  WAB = +1.200 J.

β. Έστω UΑ η εσωτερική ενέργεια του αερίου στην κατάσταση Α. Είναι:

U nRT  3

2
  ή  UΑ = +600 J.

γ. Έστω ΔUAB η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

   U nR T TA   3

2
  ή  ΔUAB = +1.800 J.

δ. Έστω QAB η θερμότητα που απορροφά το αέριο από το περιβάλλον κατά τη μεταβολή ΑΒ. 
Είναι: QAB = ΔUAB + WAB  ή  QAB = +3.000 J.

114. α. Έστω TA η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Α. Από την καταστατι-
κή εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Α έχουμε:

pAVA = nRTA  ή  ΤΑ = 600 Κ. 

Έστω UA η εσωτερική ενέργεια του αερίου στην κατάσταση Α. Είναι:

U nRT  3

2
  ή  UΑ = 1.800 J.

β. Έστω pΒ η πίεση του αερίου στην κατάσταση θερμοδυναμικής Α. Από τον νόμο του Boyle 
για την ισόθερμη μεταβολή ΑΒ έχουμε: pAVA = pΒVΒ   ή  p N mB  6 105 2/ .
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γ. Έστω ΔU η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά την ισόθερμη μεταβολή 
ΑΒ. Είναι: ΔU = 0.

δ. Έστω W το έργο που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά την ισόθερμη μεταβολή 
ΑΒ. Είναι:

Q = ΔU + W  ή  W = Q  ή  W J 8 400. .

115. α. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΑΒ ο όγκος 
του αερίου μεταβάλλεται ανάλογα με την απόλυτη θερμοκρασία του. Επομένως, η μεταβολή 
ΑΒ είναι ισοβαρής.

β. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Α είναι:

VA = 4 L  ή  V m   4 10 3 3.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ακόμη ότι η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην 
κατάσταση Α είναι TA = 800 K, ενώ η απόλυτη θερμοκρασία του στην κατάσταση Β είναι  
TB = 200 K.

Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ έχουμε:
V

T

V

T

A

A

B

B

=   ή  V
T V

T
B

A 



  ή  V mB 
10 3 3 .

γ. Έστω W το έργο που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη διάρκεια της μεταβολής 
ΑΒ. Είναι: W p V VA B A     ή  W = –900 J.

δ. Έστω pΒ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Β. Επειδή η μεταβολή ΑΒ είναι ισοβαρής, 
ισχύει: pΒ = pΑ. 

Έστω ΔU η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη διάρκεια της μεταβολής 

ΑΒ. Είναι:   U U U    ή    U nRT nRT 3

2

3

2
  ή   U p V p VB A A 3

2

3

2
 

ή  U p V VA B A  3

2
  ή  ΔU = –1.350 J.

ε. Έστω Q το ποσό θερμότητας που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη διάρκεια 
της μεταβολής ΑΒ. Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο έχουμε:

Q = ΔU + W  ή  Q = –2.250 J.



Απαντήσεις – Λύσεις θεµάτων

350

116. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 4.

α. UΑ = 900 J,  UΒ = 3.600 J.     β. ΔUAB = +2.700 J.     γ. WAB = +900 J.     δ. QAB = +3.600 J.

117. α. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας 
Α η πίεση του αερίου είναι p N m  8 105 2/  και ο όγκος του είναι V m   3 10 3 3.  

Έστω TA η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Α. Από την καταστατική εξίσω-
ση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Α έχουμε:

pAVA = nRTA  ή  ΤA = 400 Κ.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας Β η πίε-
ση του αερίου είναι p N m  4 105 2/  και ο όγκος του είναι V m   6 10 3 3.  

Έστω TΒ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Από την καταστατική εξίσω-
ση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Β έχουμε:

pΒVΒ = nRTΒ  ή  ΤΒ = 400 Κ.

Επειδή είναι: TB = TA, τα σημεία Α και Β ανήκουν στην ίδια ισόθερμη καμπύλη.

β. Έστω ΔUAB η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

   U U UA     ή     U nRT nRT 3

2

3

2
  ή     U nR T T  3

2
  ή  ΔUAB = 0.

γ. Έστω WAB το έργο που αντάλλαξε το αέριο με το πε-
ριβάλλον κατά τη μεταβολή ΑΒ. Επειδή κατά τη διάρ­
κεια της μεταβολής ΑΒ ο όγκος του αερίου αυξάνεται, 
το έργο WAB του αερίου είναι θετικό (WAB > 0) και 
αριθμητικά ίσο με το γραμμοσκιασμένο εμβαδόν Ε 
του τραπεζίου ΑΒΓΔ που φαίνεται στο διπλανό σχήμα.

Συνεπώς, είναι:

WAB = +E  ή  W
N m

mA  
   

    
4 10 8 10

2
6 10 3 10

5 5 2

3 3 3
/

  ή  WAB = +1.800 J.

δ. Έστω QAB το ποσό θερμότητας που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή 
ΑΒ. Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο έχουμε:

QAB = ΔUAB + WAB  ή  QAB = +1.800 J.

0 V (m3)

p (N / m2)

B

A

105�4

105�8

10−3�3 10−3�6

E

Δ Γ
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118. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 5.

α. 

V

p

A

B

0

β. p N mB  2 105 2/       γ. TB = 200 K. δ.  U J 7 200. .  ε. W = +7.200 J.

119. α. Στο διάγραμμα p V−  του ακόλουθου σχήματος παριστάνεται γραφικά (ποιοτικά) η 
αδιαβατική μεταβολή ΑΒ.

V

p

B

A

0

β. Έστω pA η πίεση του αερίου στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας Α. Από την κα-
ταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Α έχουμε:

pAVA = nRTA  ή  p N mA  1 5 105 2, / .

Έστω pΒ η πίεση του αερίου στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας Β. Από τον νόμο 
του Poisson για την αδιαβατική μεταβολή ΑΒ έχουμε:

p V p VA A

       ή  p p
V

V
A

A

B

 








  ή  p pA  8
5

3   ή  p pA   23
5

3   ή  p pA  25  

ή  p pA  32   ή  p N mB  48 105 2/ . 

γ. Έστω TΒ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας 
Β. Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Β έχουμε:

pΒVΒ = nRTΒ  ή  ΤΒ = 1.200 Κ.

Έστω UΒ η εσωτερική ενέργεια του αερίου στην κατάσταση Β. Είναι: U nRT  3

2
 

ή  UΒ = 7.200 J.
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δ. Έστω ΔU η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά την αδιαβατική μεταβολή 
ΑΒ. Είναι:

  U U U    ή    U nRT nRT 3

2

3

2
  ή    U nR T T  3

2
  ή  ΔU = +5.400 J. 

ε. Το ποσό θερμότητας Q που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά την αδιαβατική με-
ταβολή ΑΒ είναι ίσο με μηδέν (Q = 0).

Έστω W το έργο που παράγει το αέριο κατά την αδιαβατική μεταβολή ΑΒ. Από τον πρώτο 
θερμοδυναμικό νόμο έχουμε:

Q = ΔU + W  ή  0 = ΔU + W  ή  W U    ή  W J 5 400. .

120. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 6.

α. 
B

V 0

p

Γ

A

β. p N mB  4 105 2/ ,  V m   12 10 3 3.          γ. Wολ = +2.400 J.  

δ. ΔUAB = +1.800 J,   ΔUΒΓ = +3.600 J.          ε.  QAB = +1.800 J,   QΒΓ = +6.000 J.

121. α. Στο διάγραμμα p V−  του ακόλουθου σχήματος παριστάνονται γραφικά (ποιοτικά) οι 
μεταβολές ΑΒ και ΒΓ που εκτελεί το αέριο.

V

p

0

A B

Γ

β. Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Α έχουμε:

pΑVΑ = nRTΑ   ή  TA = 400 K.
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Έστω TΒ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Από τον νόμο του Gay – 
Lussac για την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ έχουμε:

V

T

V

T









    ή  
 

V T

VA

  ή  TB = 800 K.

Έστω pB η πίεση του αερίου στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας B. Επειδή η μετα-
βολή ΑΒ είναι ισοβαρής, ισχύει: pB = pA  ή  p mB  4 105 2/ .

Έστω pΓ η πίεση του αερίου στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας Γ. Από τον νόμο του 
Charles για την ισόχωρη μεταβολή ΒΓ έχουμε:

p

T

p

T









    ή  p
p T

T


 



   ή  p
p T

T


 



  ή  p m  2 105 2 / .

γ. Έστω WAB το έργο που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

W p V VB        ή  WΑΒ = pAVA  ή  WΑΒ = +800 J.

Έστω WΒΓ το έργο που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά την ισόχωρη μεταβολή ΒΓ. 
Είναι: WΒΓ = 0.

Το ζητούμενο συνολικό έργο Wολ είναι: Wολ = WAB + WΒΓ  ή  Wολ = +800 J.

δ. Έστω ΔUΑΒ η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

   U nR T T  3

2
  ή  ΔUΑΒ = +1.200 J. 

Έστω QAB το ποσό θερμότητας που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή 
ΑΒ. Είναι: QAB = ΔUAB + WAB  ή  QAB = +2.000 J.

ε. Έστω ΔUΒΓ η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη μεταβολή ΒΓ. Είναι:

   U nR T T  3

2
  ή   U J 1 200. .

Έστω QΒΓ το ποσό θερμότητας που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή 
ΒΓ. Είναι: QΒΓ = ΔUΒΓ + WΒΓ  ή  Q JB  1 200. .

122. α. Στο διάγραμμα p V−  του διπλανού σχήματος πα-
ριστάνονται γραφικά (ποιοτικά) οι μεταβολές ΑΒ και ΒΓ 
που εκτελεί το αέριο.

β. Έστω VB ο όγκος του αερίου στην κατάσταση θερμοδυ-
ναμικής ισορροπίας Β. Είναι:

VΒ = 2VΑ   ή  V m   4 10 3 3. 
V

p

Γ

0

A

B
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Έστω pB η πίεση του αερίου στην κατάσταση B. Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη 
μεταβολή ΑΒ έχουμε:

pΑVΑ = pΒVΒ  ή  p
p V

V

A






   ή  p N mB  4 105 2/ .

Έστω TΒ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Επειδή η μεταβολή ΑΒ είναι 
ισόθερμη, ισχύει: TB = TA.

Έστω VΓ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Γ. Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισο-
βαρή μεταβολή ΒΓ έχουμε:

V

T

V

T









   ή  V
V T


 


   ή  V m   2 10 3 3 .

γ. Έστω WAB το έργο που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά την ισόθερμη μεταβολή 
ΑΒ. Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο έχουμε:

QAB = ΔUAB + WAB  ή  QAB = 0 +WAB  ή  WAB = QAB  ή  WAB = +1.120 J.

Έστω WΒΓ το έργο που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή ΒΓ. Είναι:

W p V VB        ή  W JB  800 .

Έστω Wολ το συνολικό έργο που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μετάβασή του 
από την κατάσταση Α στην κατάσταση Γ. Είναι:

Wολ = WAB + WΒΓ  ή  Wολ = +320 J.

δ. Έστω pΓ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Γ. Επειδή η μεταβολή ΒΓ είναι ισοβαρής, 
ισχύει: pΓ = pΒ  ή  p m  4 105 2/ .

Έστω ΔUολ η συνολική μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη μετάβασή του 
από την κατάσταση Α στην κατάσταση Γ. Είναι:

  U U U     ή   U nRT nRTA  3

2

3

2
  ή    U p V p VA A  3

2

3

2
 

ή    U p V p VA A   3

2
  ή  ∆ ολU J 1 200. .

ε. Έστω Qολ το συνολικό ποσό θερμότητας που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη 
μετάβασή του από την κατάσταση Α στην κατάσταση Γ. Είναι:

Qολ = ΔUολ + Wολ  ή  Q Jολ  880 .
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123. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 7.

α. pA = 2 · 105 N/m2.  β. VB = 20 · 10–3 m3,   pr = 4 · 105 N/m2. 

γ. 

105�4

105�2

0 10 20 V (L)

p (N / m2)

A
B

Γ

δ. Wολ = –800 J.  ε. QAΒ = +5.000 J.

124. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 8.

α.   β. pB = 105 N/m2.

V

p

A

B

0

Γ

γ. Wολ = WAB + WΒΓ  ή  Wολ = +2.900 J. δ. Qολ = –1.750 J.

125. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 9.

α. W = 500 J.                        β. e = 0,5.                                 γ.  P = 5.000 W.

126. α. Το καθαρό ποσό θερμότητας που απορροφά η θερμική μηχανή σε κάθε κύκλο λει-
τουργίας της ισούται με τη διαφορά της απόλυτης τιμής του ποσού θερμότητας |Qc| που απο-
βάλλει στην ψυχρή δεξαμενή σε κάθε κύκλο λειτουργίας της από το ποσό θερμότητας Qh που 
απορροφά από τη θερμή δεξαμενή σε κάθε κύκλο λειτουργίας της. Δηλαδή, είναι:

Q Q Jh c  400  (1).

Έστω W το ωφέλιμο έργο που παράγει η θερμική μηχανή σε κάθε κύκλο λειτουργίας της. 
Είναι: W Q Qh c    ή  W = 400 J.
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β. Είναι: e
W

Qh

=
  

ή  Q
W

e
h =

  
ή  Qh = 2.000 J.

γ. Από τη σχέση (1), για Qh = 2.000 J, προκύπτει: |Qc| = 1.600 J.

δ. Έστω P η ωφέλιμη μηχανική ισχύς που αποδίδει η θερμική μηχανή. Είναι:

P
W

t
    ή  P

NW

t
=   ή  P = fW  ή  P = 8.000 W.

127. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 10.

α. 

V

p

0

A B

Γ

β. Wολ = +360 J.                    γ. Qh = 2.000 J. δ. e = 0,18.

128. α. Στο διάγραμμα p V−  του ακόλουθου σχήματος απεικονίζεται γραφικά (ποιοτικά) η 
κυκλική μεταβολή που υφίσταται το αέριο.

V

p

A B

0

Γ

β. Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη μεταβολή ΓΑ έχουμε:

pΓVΓ = pAVA   ή  p
p V

V

A






   ή  pΓ = 105 Ν/m2.

γ. Έστω WΑΒ το έργο που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

W p V V        ή  WΑΒ = +9.600 J.
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Έστω pΒ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Β. Επειδή η μεταβολή ΑΒ είναι ισοβαρής, ισχύει:

pΒ = pΑ  ή  p mB  32 105 2/ .

Έστω WΒΓ το έργο που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή ΒΓ. Από τον 
πρώτο θερμοδυναμικό νόμο έχουμε:

QΒΓ = ΔUΒΓ + WΒΓ  ή  0 = ΔUΒΓ + WΒΓ  ή  W U     ή  W U U     

ή  W U U      ή  W nRT nRT   3

2

3

2
  ή  W p V p VB    3

2

3

2

ή  W p V p VB     3

2
  ή  WΒΓ = +14.400 J.

Έστω Wολ το συνολικό έργο που παράγεται από το αέριο κατά τη διάρκεια της κικλικής μετα-
βολής ΑΒΓΑ που εκτελεί. Είναι:

Wολ = WΑΒ +WΒΓ + WΓΑ   ή  Wολ = +12.800 J.

δ. Έστω ΔUΑΒ η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

   U U U     ή     U nRT nRT 3

2

3

2
  ή     U nRT nRT  3

2   
ή       U p V p V  3

2
  ή  ΔUΑΒ = + 14.400 J.

Έστω QΑΒ το ποσό θερμότητας που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή 

ΑΒ. Είναι: QΑΒ = ΔUΑΒ + WΑΒ  ή  QΑΒ = +24.000 J.

Κατά τη διάρκεια της αδιαβατικής μεταβολής ΒΓ το αέριο δεν ανταλλάσσει θερμότητα με το 
περιβάλλον (QΒΓ = 0), ενώ κατά τη διάρκεια της ισόθερμης συμπίεσης ΓΑ το αέριο αποβάλλει 
θερμότητα προς το περιβάλλον (QΓΑ < 0).

Επομένως, το ποσό θερμότητας Qh που απορροφά το αέριο από το περιβάλλον κατά τη διάρ-
κεια της κυκλικής μεταβολής είναι:

Qh  = QΑΒ   ή  Qh = 24.000 J.

ε. Έστω e ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής. Είναι:

e
W

Qh

 

  
ή  e = 0,53.

129. α. Από τον νόμο του Gay – Lussac για την ισοβαρή μεταβολή ΑΒ έχουμε:

V

T

V

T









   ή  V
V T


 


   ή  V mB   4 10 3 3 .
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β. Έστω pΒ η πίεση του αερίου στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας Β. Επειδή η με-
ταβολή ΑΒ είναι ισοβαρής, ισχύει:

pΒ = pΑ  ή  p mB  8 105 2/ .

Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη μεταβολή ΒΓ έχουμε:

pΒVΒ = pΓVΓ   ή  p
p V

V


 



    ή  p N m  4 105 2/ .

Έστω TΓ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας Γ. 
Επειδή η μεταβολή ΒΓ είναι ισόθερμη, ισχύει:

TΓ = ΤΒ  ή  TΓ = 600 Κ.

Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη μεταβολή ΓΔ έχουμε:

p p





 
   ή  p

p


 






   ή  p N m  2 105 2/ .

γ. Έστω WΑΒ το έργο του αερίου κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

W p V V        ή  WΑΒ = +1.600 J.

Έστω WΒΓ το έργο του αερίου κατά τη μεταβολή ΒΓ. Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο 
έχουμε: QΒΓ = ΔUΒΓ + WΒΓ  ή  QΒΓ = 0 + WΒΓ  ή  WΒΓ = QΒΓ   ή  WΒΓ = +2.240 J.

Έστω WΓΔ το έργο του αερίου κατά την ισόχωρη μεταβολή ΓΔ. Είναι: WΓΔ = 0.

Έστω WΔΑ το έργο του αερίου κατά τη μεταβολή ΔΑ. Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο 
έχουμε: QΔΑ = ΔUΔΑ + WΔΑ  ή  QΔΑ = 0 + WΔΑ  ή  WΔΑ = QΔΑ  ή  W J  2 240. .

Έστω Wολ το συνολικό έργο που παράγει το αέριο κατά την κυκλική μεταβολή. Είναι:

Wολ = WΑΒ + WΒΓ + WΓΔ + WΔΑ   ή  Wολ = +1.600 J.

δ. Το ποσό θερμότητας Qh που απορροφά η θερμική μηχανή σε κύκλο λειτουργίας είναι:

Qh = QΑΒ +QΒΓ (1),  όπου QΑΒ το ποσό θερμότητας που απορροφά το αέριο κατά τη μεταβολή ΑΒ. 

Έστω ΔUΑΒ η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

   U U U    ή     U nRT nRT 3

2

3

2
  ή     U nRT nRT  3

2

ή       U p V p V  3

2  
ή  ΔUΑΒ = + 2.400 J.

Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για τη μεταβολή ΑΒ έχουμε:

QΑΒ = ΔUΑΒ + WΑΒ  ή  QΑΒ = +4.000 J.

Έστω e ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής. Είναι: e
W

Qh

   
 

ή λόγω της σχέσης (1): e
W

Q Q





    
ή  e = 0,256.
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130. α. Έστω eC ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής Carnot. Είναι:

e
T

T
C

c

h

 1   ή  eC = 0,25.

β. Έστω W το ωφέλιμο έργο που παράγει η θερμική μηχανή Carnot σε κάθε κύκλο λειτουργίας 
της. Είναι:

e
W

Q
C

h

=   ή  W = eQh  ή  W = 500 J.

γ. Έστω Qc το ποσό θερμότητας που αποβάλλει η θερμική μηχανή Carnot στην ψυχρή δεξαμε-
νή σε κάθε κύκλο λειτουργίας της. Είναι:

W Q Qh c    ή  |Qc| = 1.500 J  ή  Qc = –1.500 J.

δ. Έστω P η ισχύς που αποδίδει η θερμική μηχανή Carnot. Είναι:

 
W

t

   ή    NW

t
  ή  P = fW  ή  P = 2.500 W.

131. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 11.

α. eC = 0,4. β. Qh = 1.000 J. γ. Qc = –600 J.  δ. W
W

AB

Γ∆

  5
3

.

132. Βλέπε λύση βασικής άσκησης 12.

α. Tc = 300 K. β. eC = 0,5. γ. W = 2.500 J. δ. W
W

B

A

Γ

∆

 1.
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133. α. Στο διάγραμμα p V−  του ακόλουθου σχήματος παριστάνεται γραφικά (ποιοτικά) η 
κυκλική μεταβολή που εκτελεί το αέριο.

V

p

Γ

0

A

B

β. Από τον νόμο του Boyle για την ισόθερμη μεταβολή ΑΒ έχουμε:

pΑVΑ = pΒVΒ  ή  p N mB  3 105 2/ .

γ. Έστω TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. Επειδή η μεταβολή ΑΒ 
είναι ισόθερμη, ισχύει: TB = TA  ή  TB = 600 K.

Έστω VΓ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Γ. Επειδή η μεταβολή ΓΑ είναι ισόχωρη, ισχύει:

VΓ = VΑ  ή  V m    3 10 3 3 .

Από τον νόμο του Gay – Lussac για τη μεταβολή ΒΓ έχουμε:

V

T

V

T









   ή  
 




V T

V
  ή  ΤΓ = 300 Κ.

δ. Έστω WΑΒ το έργο που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή ΑΒ. Από 
τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για τη μεταβολή ΑΒ έχουμε:

QΑΒ = ΔUΑΒ + WΑΒ  ή  QΑΒ = 0 + WΑΒ  ή  WΑΒ = QΑΒ   ή  WΑΒ = +1.440 J.

Έστω WΒΓ το έργο που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή ΒΓ. Είναι: 

W p V VB       ή  W JB  900 . 

Έστω WΓΑ το έργο που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή ΓΑ. Είναι:

WΓΑ = 0. 

Το συνολικό έργο Wολ που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά την παραπάνω μεταβο-
λή μηχανή είναι: Wολ = WΑΒ +WΒΓ +WΓΑ  ή  Wολ = +540 J.
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ε. Έστω ΔUΒΓ η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη μεταβολή ΒΓ. Είναι:

   U U U    ή     U nRT nRT 3

2

3

2
  ή       U p V p V 3

2

3

2

ή       U p V p V  3

2
  ή   U J 1 350. .

Έστω QΒΓ η θερμότητα που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή ΒΓ. Από 
τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο για τη μεταβολή ΒΓ έχουμε:

QΒΓ = ΔUΒΓ + WΒΓ  ή  Q JB  2 250. .

Έστω ΔUΓΑ η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη μεταβολή ΓΑ. Είναι:

   U U U    ή     U nRT nRT 3

2

3

2
  ή       U p V p V 3

2

3

2

ή       U p V p V  3

2
  ή  ΔUΓΑ = +1.350 J.

Έστω QΓΑ η θερμότητα που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή ΓΑ. Από 
τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο έχουμε:

QΓΑ = ΔUΓΑ + WΓΑ  ή   QΓΑ = ΔUΓΑ + 0  ή   QΓΑ = +1.350 J.

134. α. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΑΒ η πίε-
ση του αερίου παραμένει σταθερή. Επομένως, η μεταβολή ΑΒ είναι ισοβαρής. Από το δοθέν 
διάγραμμα προκύπτει ακόμη ότι ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Α είναι VA = 4 L, ενώ ο 
όγκος του στην κατάσταση Β είναι VB = 8 L. Από τον νόμο του Gay – Lussac για τη μεταβολή 
ΑΒ έχουμε:

V

T

V

T









   ή  
 




V T

V
  ή  ΤΒ = 600 Κ.

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι κατά τη διάρκεια της μεταβολής ΒΓ ο όγκος του αερίου  
παραμένει σταθερός.

Επομένως, η μεταβολή ΒΓ είναι ισόχωρη. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ακόμη ότι η 
πίεση του αερίου στην κατάσταση Β είναι pB = 4 atm, ενώ η πίεσή του στην κατάσταση Γ είναι 
pΓ = 2 atm.

Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη μεταβολή ΒΓ έχουμε:

p p





 


  
ή  




 




p

p
  ή  ΤΓ = 300 Κ.
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β. Η εσωτερική ενέργεια UA του αερίου στην κατάσταση Α δίνεται από τη σχέση:

U nRTA A= 3

2
 (1).

Η εσωτερική ενέργεια UΓ του αερίου στην κατάσταση Γ δίνεται από τη σχέση:

U nRT  3

2
 (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε: U
U
A



= 1 . 

γ. Επειδή η γραφική παράσταση της κυκλικής μεταβολής στο 
δοθέν διάγραμμα p V−  διαγράφεται κατά τη φορά κίνησης 
των δεικτών του ρολογιού, το συνολικό έργο Wολ που αντάλ-
λαξε το αέριο με το περιβάλλον είναι θετικό. Το συνολικό 
έργο Wολ είναι αριθμητικά ίσο με το γραμμοσκιασμένο εμ-
βαδόν Ε του ορθογωνίου ΑΒΓΔ που φαίνεται στο διάγραμμα 
p V−  του διπλανού σχήματος.

Συνεπώς, είναι:

Wολ = +Ε  ή  W        ή  W N m m        4 2 10 8 4 105 2 3 3/  

ή  Wολ = +800 J.

δ. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι η πίεση pA του αερίου στην κατάσταση Α είναι  
pA = 4 atm.

Έστω WΑΒ το έργο που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

W p V V        ή  WΑΒ = +1.600 J.

Έστω ΔUΑΒ η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

   U U U    ή     U nRT nRT 3

2

3

2
  ή       U p V p V 3

2

3

2

ή       U p V p V  3

2   
ή  ΔUΑΒ = +2.400 J.

Έστω QΑΒ το ποσό θερμότητας που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή 
ΑΒ. Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο έχουμε:

QΑΒ = ΔUΑΒ + WΑΒ  ή  QΑΒ = +4.000 J.

Έστω WΒΓ το έργο που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή ΒΓ. Είναι: 

WΒΓ = 0.

Έστω ΔUBΓ η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη μεταβολή ΒΓ. Είναι:

Δ Γ

V (L)

2

4

0

p (atm)

BA

4 8

E
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   U U U     ή     U nRT nRT 3

2

3

2
  ή       U p V p V 3

2

3

2

ή       U p V p V  3

2
  ή   U J 2 400. .

Έστω QBΓ το ποσό θερμότητας που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή  
ΒΓ. Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο έχουμε:

QΒΓ = ΔUΒΓ + WΒΓ  ή  Q J  2 400. .

Ο ζητούμενος λόγος είναι: Q
Q
AB

ΒΓ

  5
3

.

ε. Έστω Qολ το συνολικό ποσό θερμότητας που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά την 
κυκλική μεταβολή ΑΒΓΔΑ. Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο έχουμε: 

Qολ = ΔUολ + Wολ  ή  Qολ = 0 + Wολ  ή  Qολ = Wολ  ή  Qολ = +800 J.

135. α. Στο διάγραμμα p V−  του διπλανού σχήματος παριστάνεται 
γραφικά (ποιοτικά) η κυκλική μεταβολή που υφίσταται το αέριο.

β. Είναι: U nRT  3

2
  ή  TA = 400 K.

γ. Έστω TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Β. 
Από τον νόμο του Charles για τη μεταβολή ΑΒ έχουμε:
p p





 
   ή  




 




p

p
  ή  ΤΒ = 1.200 Κ.

Έστω UB η εσωτερική ενέργεια του αερίου στην κατάσταση Β. Είναι:

U nRT  3

2
  ή  UB = 3.600 J.

δ. Έστω WΑΒ το έργο του αερίου κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι: WΑΒ = 0.

Έστω WΒΓ το έργο του αερίου κατά τη μεταβολή ΒΓ. Είναι: 

W p V V        ή  W p V V     3 2  ή  WΒΓ = 3pAVA  ή  WΒΓ = 3nRTA

ή  WΒΓ = 2.400 J.

Έστω WΓΔ το έργο του αερίου κατά τη μεταβολή ΓΔ. Είναι: WΓΔ = 0.

Έστω pΔ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Δ. Επειδή η μεταβολή ΔΑ είναι ισοβαρής ισχύει: 

pΔ = pA.

Έστω VΔ ο όγκος του αερίου στην κατάσταση Δ. Επειδή η μεταβολή ΓΔ είναι ισόχωρη, ισχύει:

VΔ = VΓ  ή  VΔ = 2VA.

Δ

Γ

0

B

A

V

p
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Έστω WΔΑ το έργο του αερίου κατά τη μεταβολή ΔΑ. Είναι: 

W p V V        ή  W p V V     2   ή   W p V      ή   WΔΑ = –nRTA

ή   W J  800 . 

Έστω Wολ το ζητούμενο συνολικό έργο. Είναι: Wολ = WΑΒ + WΒΓ + WΓΔ + WΔΑ

ή  Wολ = +1.600 J.

136. α. Στο διάγραμμα p V−  του διπλανού σχήματος παριστά-
νεται γραφικά (ποιοτικά) η κυκλική μεταβολή ΑΒΓΑ.

β. Από τον νόμο του Poisson για την αδιαβατική μεταβολή ΑΒ 

έχουμε: p V p V   
    ή  p p

V

V

A

B

 








 
ή  p p  





1

8

5

3

ή  p p 
 

2

23
5

3

  ή  p
p




25
  ή  p

p



32

ή  p N mB  0 25 105 2, / .

Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων στην κατάσταση Β έχουμε:

pBVB = nRTB  ή  TB = 100 K.

γ. Έστω TA η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Α. Από την καταστατική εξί-
σωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση Α έχουμε: pΑVΑ = nRTΑ  ή  TΑ = 400 K.

Έστω WΑΒ το έργο του αερίου κατά τη μεταβολή ΑΒ. Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο 

έχουμε: QAB = ΔUAB + WAB  ή  0 = ΔUAB + WAB  ή  W U  

ή  W nR T TB A    3

2
 ή  WΑΒ = +900 J.

Έστω WΒΓ το έργο του αερίου κατά τη μεταβολή ΒΓ. Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο 
έχουμε: QΒΓ = ΔUΒΓ + WΒΓ  ή  QΒΓ = 0 + WΒΓ  ή  WΒΓ = QΒΓ  ή  W J  420 .

Έστω WΓΑ το έργο του αερίου κατά τη μεταβολή ΓΑ. Είναι: WΓΑ = 0.

Το συνολικό έργο που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά την κυκλική μεταβολή 
ΑΒΓΑ είναι: Wολ = WΑΒ +WΒΓ +WΓΑ   ή  Wολ = +480 J.

Έστω Qολ το συνολικό ποσό θερμότητα που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά την 
κυκλική μεταβολή ΑΒΓΑ. Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο έχουμε:

Qολ = ΔUολ + Wολ  ή  Qολ = 0 + Wολ  ή  Qολ = +480 J.

V

p

A

B

0

Γ
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δ. Έστω TΓ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Γ. Επειδή η μεταβολή ΒΓ 
είναι ισόθερμη, ισχύει: TΓ = TB  ή  TΓ = 100 Κ.

Έστω ΔUΓΑ η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας του αερίου κατά τη μεταβολή ΓΑ. Είναι:

   U U U    ή     U nRT nRT 3

2

3

2
  ή     U nR T T  3

2

ή  ΔUΓΑ = +900 J.

Έστω QΓΑ το ποσό θερμότητας που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή 
ΓΑ. Από τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο έχουμε:

QΓΑ = ΔUΓΑ + WΓΑ  ή  QΓΑ = +900 J.

Έστω Qh το ποσό θερμότητας που απορροφά το αέριο από το περιβάλλον κατά την κυκλική 
μεταβολή ΑΒΓΑ. Είναι: Qh = QΓΑ  ή  Qh = 900 J.

Έστω e ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής. Είναι:

e
W

Qh

    ή  e = 0,53.

137. α. Στο διάγραμμα p V−  του διπλανού σχήματος παριστά-
νεται γραφικά (ποιοτικά) η κυκλική μεταβολή ΑΒΓΑ που εκτε-
λεί το αέριο.

β. Είναι: W p V VAB        ή  WΑΒ = 3pAVA

ή  V mA  10 3 3 .

γ. Έστω TB η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση 
Β. Από τον νόμο του Gay – Lussac για τη μεταβολή ΑΒ έχουμε:

V

T

V

T









   ή  TB = 4TA.

Έστω pB η πίεση του αερίου στην κατάσταση Β. Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών 

αερίων για την κατάσταση Β έχουμε: pBVB = nRTB  ή  p
nRT

V
B  



 (1).

όπου n ο αριθμός mol του ιδανικού αερίου και R η σταθερά των ιδανικών αερίων.

Έστω TΓ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Γ. Επειδή η μεταβολή ΓΑ είναι 
ισόθερμη ισχύει: TΓ = TA.

Έστω pΓ η πίεση του αερίου στην κατάσταση Γ. Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών 

αερίων για την κατάσταση Γ έχουμε: pΓVΓ = nRTΓ  ή  p
nRT

V






  (2).

V

p

A B

0

Γ
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Από τον νόμο του Poisson για την αδιαβατική μεταβολή ΒΓ έχουμε:

p V p V   
   ή λόγω των σχέσεων (1) και (2):

nRT

V
V

nRT

V
VB










    ή  T V T VB  
  1 1   ή  V

T

T
V






2

3

2

3   ή  V
T

T
V






2

3

3

2

3

2 2

3

3

24


















ή  V V   22
3

2   ή  VΓ = 8VB  ή  VΓ = 32VA  ή  V m   32 10 3 3 .

δ. Έστω ΔUΑΒ η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας τους αερίου κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

   U U U    ή     U nRT nRT 3

2

3

2
  ή  U nRT nRTAB B A  3

2

ή  U p V p VAB B B A A  3

2
  ή  ΔUAB = +4.500 J.

Έστω Qh το ποσό θερμότητας που απορροφά η θερμική μηχανή από τη θερμή δεξαμενή σε 
κάθε κύκλο λειτουργίας της. Είναι:

Qh = QAB  ή  Qh = ΔUAB + WAB  ή  Qh = 7.500 J.

Έστω Qc το ποσό θερμότητας που αποβάλλει η θερμική μηχανή στην ψυχρή δεξαμενή σε κάθε 
κύκλο λειτουργίας της. Είναι: Qc = QΓΑ. Είναι:

e
Q

Q

c

h

 1

  
ή  Q e Qc h  1   ή  |Qc| = 3.465 J  ή  Q Jc  3 465.   ή  QΓΑ = –3.465 J. 

138. α. Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ότι στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας 
Β η πίεση του αερίου είναι p N mB  8 105 2/  και ο όγκος του είναι V m   4 10 3 3.  Έστω TB 
η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας Β. Από την 
καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση θερμοδυναμική ισορροπίας Β 
έχουμε: pΒVΒ = nRTΒ (1).

Από το δοθέν διάγραμμα προκύπτει ακόμη ότι στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας Γ 
η πίεση του αερίου είναι p N m  4 105 2/  και ο όγκος του είναι V m   8 10 3 3.  

Έστω TΓ η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση θερμοδυναμικής ισορροπίας 
Γ. Από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων για την κατάσταση θερμοδυναμικής 
ισορροπίας Γ έχουμε: pΓVΓ = nRTΓ (2).

Με διαίρεση κατά μέλη των σχέσεων (1) και (2) έχουμε:

p V

p V

B

 









  

ή  







 1    ή  ΤB = TΓ.
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β. Έστω Wολ το συνολικό έργο που ανταλλάσσει το αέ-
ριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή ΑΒΓΑ. Επειδή 
το αέριο στο δοθέν διάγραμμα p V−  διαγράφει την 
κυκλική μεταβολή ΑΒΓΑ κατά τη φορά κίνησης των 
δεικτών του ρολογιού, το ολικό έργο Wολ είναι θετικό 
(Wολ > 0) και αριθμητικά ίσο με το γραμμοσκιασμένο 
εμβαδόν Ε του τριγώνου ΑΒΓ που φαίνεται στο διά-
γραμμα p V−  του διπλανού σχήματος.

Συνεπώς, ισχύει: 

Wολ = +E  ή  W J  
        8 10 4 10 8 10 4 10

2

3 3 5 5

   ή  Wολ = +800 J.

γ. Έστω Qh η θερμότητα που απορροφά το αέριο από το περιβάλλον κατά την κυκλική μετα-
βολή ΑΒΓΑ. Είναι: Qh = QAB + QΒΓ (1).

Έστω ΔUΑΒ η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας τους αερίου κατά τη μεταβολή ΑΒ. Είναι:

   U U U    ή     U nRT nRT 3

2

3

2
  ή   U nRT nRTB A  3

2

ή  U p V p VBA B B A A  3

2  
ή  ΔUBA = +2.400 J.

Έστω QΑΒ η θερμότητα που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή ΑΒ. Από 
τον πρώτο θερμοδυναμικό νόμο έχουμε: QΑΒ = ΔUΑΒ + WΑΒ  ή  QΑΒ = ΔUΑΒ + 0

ή  QΑΒ = +2.400 J.

Έστω WΒΓ το έργο του αερίου κατά τη μεταβολή ΒΓ. Επειδή το αέριο εκτονώνεται κατά τη 
διάρκεια της μεταβολής ΒΓ είναι: WΒΓ > 0.

Το έργο WΒΓ είναι αριθμητικά ίσο με το εμβαδόν ΕΖΒΓΔ του τραπεζίου ΖΒΓΔ που φαίνεται στο 
παραπάνω σχήμα. Είναι: 

WΒΓ = + ΕΖΒΓΔ  ή  W
m

m


 

   
     

8 10 4 10

2
8 10 4 10

5 5 2

3 3 3
/

 

ή  WΒΓ = + 2.400 J.

Έστω ΔUBΓ η μεταβολή της εσωτερικής ενέργειας τους αερίου κατά τη μεταβολή ΒΓ. Είναι:

   U U U     ή     U nRT nRT 3

2

3

2
   ή     U nR T T  3

2

ή  ΔUΒΓ = 0.

0 V (m3)

p (N / m2)

B

A

105�8

105�4

10−3�4 10−3�8

Γ
E

Z Δ
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Έστω QΒΓ το ποσό θερμότητας που αντάλλαξε το αέριο με το περιβάλλον κατά τη μεταβολή 
ΒΓ. Είναι: QΒΓ = ΔUΒΓ + WΒΓ  ή  QΒΓ = +2.400 J.

Με αντικατάσταση των τιμών των μεγεθών στη σχέση (1) έχουμε: Qh = 4.800 J.

δ. Έστω e ο συντελεστής απόδοσης της θερμικής μηχανής. Είναι: e
W

Qh

=   ή  e = 1
6

.

ε. Έστω TA η απόλυτη θερμοκρασία του αερίου στην κατάσταση Α. Έστω Th και Tc η απόλυτη 
θερμοκρασία της θερμής και της ψυχρής δεξαμενής αντίστοιχα μιας θερμικής μηχανής Carnot 
που λειτουργεί μεταξύ των ίδιων ακραίων θερμοκρασιών του κύκλου ΑΒΓΑ. Είναι:

Th = TB και Tc = TA.

Ο συντελεστής απόδοσης eC της μηχανής Carnot δίνεται από τη σχέση:

eC

c

h

 1



  ή  eC  1







 (3).

Από τον νόμο του Charles για την ισόχωρη μεταβολή ΑΒ έχουμε:

P

T

P

T









    ή  T
P

P


 



   ή  T
P

P

A






 2
  ή  TB = 2TA.

Με αντικατάσταση των τιμών των μεγεθών στη σχέση (3) έχουμε: eC = 0,5.
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